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Chapitre 1

Espaces LP

I Généralités
Lemme 1.1
a? bl
Soient a,b € Ry et p,q > 0 conjugués. Alors ab < — + —.
p q
Définition 1.1 (Norme LP)
Soit (X, X, u) un espace mesuré et soit f € mX. On pose alors, pour p > 1,

i1 = (. f<m>|pdu<x>)’l’ ¢E,

Proposition 1.1

Soit (X, X, 1) un espace mesuré.
Soient f,g € m(X;R).

Soit p > 1.

Alors :

(i) f=0 p—pp<=Ifl,=0
(it) Va € R, lafll, = ol fll,
(i) (a) Si|f| <l|gl p—p.p alors | fll, <llgll,
(b) Silfl=1gl p—p.p alors | fll, = llgll,

Proposition 1.2 (Inégalité de Holder)
Soit (X, X, 1) un espace mesuré.

Soient f,g € m(X;R).

Soient p,q > 1 deux réels conjugués.

Alors :

I£glly < [1£15llgllq

= Plus généralement, si % + % =L 0fgll- < 1Iflpllgllq-

Proposition 1.3 (Inégalité de Minkowski)
Soit (X, X, u) un espace mesuré.

Soient f,g € m(X;R).

Soit p > 1.

Alors :

1f+gllp < 171+ llglls

Définition 1.2 (Espaces LP)
Soit (X, X, ) un espace mesuré.
On pose LP(X, X, 1;R) = {f e mX | ||f]l, < o} .

Proposition 1.4 (Propriétés des espaces L?)
Soit (X, X, ) un espace mesuré.
Soit p € [1,+00). Alors :



2 CHAPITRE 1. ESPACES L

(i) (LP,+,.) est un R-e.v
(ii) (LP,]].||p) est un espace semi-normé.
(iii) f € LP & (femX et |fPeLll)s (femX et |f|€LP)

fecr

(iv) Si{ gemX alors g € LP
f=gn—pp
fece

(v) Si{ gemX alors f € LP

fI<lglp—pp

(vi) Si f,g € LP alors sup(f,g),inf(f,g), f*,f~ € LP
fecre

(vii) Si ¢ g€ L alors fge LT
1,1 __ 1
P + q

T

IT Suites dans £?

Proposition 1.5 (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue)
Soit (X, X, 1) un espace mesuré.

Soit p > 1.

Soit (fn)n une suite de fonctions telle que :

(i) Les f, € LP
(i) fn—f p—p.p
(i) 3g € LP, g >0 tel queVn €N, |f,| < g p—p.p
Alors :
1. ferr
2. fon—cr f

Corollaire 1.5.1
Soit (X, X, 1) un espace mesuré. Soit (f)n une suite de fonctions telle que :

(i) Les f, € L*
(ii) > fn converge vers f p-p.p
(iii) f € mX
() 3g € LP, g >0 tel que Yk € N, |ZZ:0 ful<g p—pp
Alors :
1. ferr
2.

> (o) = [ (55

n=0

Proposition 1.6 (Fatou)

Soit (X, X, 1) un espace mesuré.

Soit p > 1 réel et soit (f,)n € LPY convergeant p-p.p vers f € mX.
Si || fnllp = o0, alors f € LP.

Corollaire 1.6.1
Soit (X, X, 1) un espace mesuré.
Soit p > 1 réel et soit (fn)n € LN convergeant en norme LP vers f.

Alors || fullp — [ fllp-

[X La réciproque est fausse !]

I Il n’y a dans le cas général aucune implication entre convergence LP et u-p.p.
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Proposition 1.7 (Fischer-Riesz)

Soit (X, X, ) un espace mesuré.

Soit p > 1 réel et soit (fn)n € LPY une suite de Cauchy.
Alors :

(i) (fn)n posséde une sous-suite (fy(n))n qui converge p-p.p vers f € LP.

(ii) || fn — fll, — 0.
Ainsi, (LP,||.]|p) est complet.

Corollaire 1.7.1

Soit (X, X, 1) un espace mesuré.

Soit p > 1 réel et soit (fn)n € LN convergeant en norme LP vers f.
Alors : 3p : N — N strictement croissante tel que f,(n) — fu-p.p

Lemme 1.2
Soient 0 < a <b et soit p > 1. Alors (b—a)? < —a?

Proposition 1.8 (Beppo-Levi)

Soit (X, X, u) un espace mesuré.

Soit p > 1 réel et soit (fn)n € LPY monotone telle que sup,, || fnll, < oc.
Alors :

1. 3ge L, telque{ fn— 9= pp

fn —rcr g
2. Sidf € mX tel que f,, — fu — p.p alors
(a) feLr
(b) fn —LP f

ITIT Cas des mesures finies

Proposition 1.9
Soit (X, X, ) un espace mesuré tel que p(X) < oo.
Soient 1 < p; < pa.
Alors :
(i) 3C >0, Vf € m&, [|fllp, < Cllflp,

(i) LP> C LP

[’t Aucune inclusion n’est possible si u(X) = oo !j

Corollaire 1.9.1

Soit (X, X, ) un espace mesuré tel que p(X) < o0o.
Soient 1 < p; < py et soient (fn)n € £r2N et f e Lpr,
Alors :

(llfn =l —>o) — (IIfn Al —>o)

Proposition 1.10

Soit (X, X, ) un espace mesuré tel que p(X) < oo.
Soit p > 1.

Alors convergence uniforme implique convergence LP.
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Chapitre 2

Résultats de densité

Soit (X, X, 1) un espace mesuré. On pose € 'ensemble des fonctions X —étagées (i.e prenant un
nombre fini de valeurs), et £! = £ N L. On rappelle que la mesure de {f # 0} pour f € £ doit
étre finie.

Proposition 2.1
EL est un s-e.v dense de LP pour p € [1,00).

Définition 2.1 (Support, fonctions en escalier)

Soient (X, ||.]|) un e.v.n et F un e.v.

Soit f: X — F.

On appelle support de f Uensemble supp(f) = {f # 0}. Si supp(f) est compact, on dit que [ est a
support compact.

On appelle fonction en escalier toute fonction étagée a support compact, et on note Esc(R) ’ensem-
ble de ces fonctions.

Proposition 2.2
Soit p € [1,00). Sont alors denses dans (LP,|.|p) :

1. Esc(R)

2. L’ensemble C.(R) des fonctions continues G support compact.

3. L’ensemble CP(R) des fonctions de classe CP a support compact, pour 1 < p < oo.
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Chapitre 3

Espaces LP

Dans ce chapitre, p € [1, 00).

Définition 3.1 (Espaces LP)
On pose K, ={f € LP | |fll, =0}
On définit ensuite l’ensemble quotient LP = LP /K.

Définition 3.2 (Norme LP)
Soit F' € LP. On pose alors ||F||, = ||f|lp, 0w f € F.

#5 Cette quantité est bien définie car f =0 p—p.p <= || f|l, = 0.

Proposition 3.1
(LP,]|.Ilp) est un espace de Banach.

#p En particulier, (L2, (., .)) est un espace de Hilbert, ou (f,g) = Jx fogdp.
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Chapitre 4

Espaces £°°, L

Définition 4.1 (Majorant essentiel)

Soit (X, X, ) un espace mesuré.

Soit f : X — R une fonction mesurable.

Un magjorant essentiel de f est un m € R tel que u({f > m}) = 0.

On note M(f) 'ensemble des majorants essentiels de f. Notons que M (f) # 0 car co € M(f).

Lemme 4.1

Soit (X, X, u) un espace mesuré, avec p # 0.

Soit f: X — R une fonction mesurable.

Alors M(f) est un intervalle fermé de la forme [ng, +00].

Définition 4.2 (Borne supérieure essentielle)

Soit (X, X, ) un espace mesuré.

Soit f : X — R une fonction mesurable.

On appelle borne supérieure essentielle de f la borne inférieure de M(f). On le note essup(f), ou

[[flloo-

1= En général, on note || f||o = sup|f|. Dans le cadre de ce cours, on noteras cette quantité || f|sup
pour éviter les ambiguités. Considérer la fonction g pour se convaincre que ces deux quantités
sont distinctes.

Définition 4.3 (Fonction essentiellement bornée)
Soit (X, X, u) un espace mesuré.

Soit f : X — R une fonction mesurable.

[ est dite (u—) essentiellement bornée si || f|lco < 0.

Définition 4.4 (Espace L)
Soit (X, X, 1) un espace mesuré.
On appelle L l’ensemble des fonctions essentiellement bornées sur X.

Proposition 4.1

Soit (X, X, 1) un espace mesuré.
Soit (f,g) € LY x L.

Alors

(i) fg el
(i) [y |fgldun <|flillgllec [Tnégalité de la moyenne]

I On définit 'espace L de fagon similaire au cas p < oo comme le quotient £ /{]|.|| = 0}.

Lemme 4.2

Soit (X, X, u) un espace mesuré.

Soit f : X — R une fonction mesurable.
Sont équivalents :

(i) Ja e Ry, [fl < ap—pp
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(i) g : X — R bornée telle que f = g p—p.p

Proposition 4.2
Soit (X, X, 1) un espace mesuré.
Alors :

(i) (L, ].]|lc0) est un e.v semi normé complet.

(i) (L*°,]-]|lcc) est un espace de Banach.
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Chapitre 5

Dualité

I Cas de deux réels conjugués

Proposition 5.1
Soit (X, X, u) un espace mesuré.
Soient p,q deuz réels conjugués.

Soit g € L9.
. Ip
Soit ¥9° = R Alors :
fo= Jxafdu
(i) @g € (LP)".
(ii) @ : g — @4 est linéaire continue et ||| = |lg|lq < oo.

Corollaire 5.1.1
L’application ¢ : LY — (LP)’ est une isométrie linéaire bijective.

I Bilan : L7 (LP) sip,q € (1,00).

II Cas'"p=1"

Proposition 5.2

Soit (X, X, u) un espace mesuré.
Soit g € L*>°.

rr — R
foo= Jxafde
(i) ¢4 € (L').

(i1) ||ogll < 119l Il y a de plus égalité si p est o—finie.

Soit Y9 Alors :

I= Bilan : L' — (L*)'.

IIT Cas "p = o0"

Proposition 5.3
Soit (X, X, 1) un espace mesuré.
Soit g € L*.

g: L* — R
fo= Jxgfdu

(1) ¢qg € (L)

(ii) llegll = llgll-

Soit Alors :

I< Bilan : L™ = (L1)'.

11



12 CHAPITRE 5. DUALITE
IV Cas de la mesure de comptage «

Théoréme 5.4 (Hahn-Banach)
Soit (V,|.]l) un e.v.n et soit U un s-e.v de V.
Alors pour tout U € L(U,C), il existe V € L(V,C) tel que Vg =U et ||V| = ||U]|.

Dans la suite de ce cours, on noteras 7 l'espace LP(N, P(N), x) = LP(N, P(N), k), pour p € [1,00].
Comme le seul k—négligeable est le vide, il est immédiat que £*° est I’ensemble des suites bornées
et que |[-flsup = [-floc-

Proposition 5.5
L’application ® définie ci-aprés est une isométrie linéaire non surjective.
o: 0 — ()
v o= D) L* — K
o0
€ = En:O UnTn



Chapitre 6

Mesures produit

I Espaces produits

Définition 6.1 (Tribu Produit)
Soient (X, X) et (Y,)) deux espaces mesurables.
On appelle tribu produit de X et Y la tribu o(X x ).

#1 On la note X ® ).

Remarquons que A x B=(AxY)N (X x B) pour A C X et B C Y. Dans la suite, on notera
mx et my les projections canoniques dans X x Y.

Proposition 6.1
Soient (X, X) et (Y,)) deux espaces mesurables.
Alors

(i) wx (resp. wy) est (X ® Y, X)—mesurable (resp. (X ® Y,Y)—mesurable).
(ii) Si une tribu F sur X x Y rend wx et my mesurables alors X @ Y C F.

I¥" En résumé, la tribu produit est la plus petite tribu qui rend mesurable les projections canon-
iques.

Proposition 6.2
Soient (X, X), (Y,Y) et (W, W) des espaces mesurables.
Soit f = (fx, fv) : W — X x Y. Alors :

f est W, X @ Y)—mesurable
—
fx (resp. fy) est (W, X)—mesurable (resp. (W,Y)—mesurable)

Proposition 6.3

Soit (X,d) et (X,d) des espaces métriques.

On munit X x Y de la distance 6 : ((z,y), (2',y")) — d(z,2") + d(y,v').
Alors :

(i) BX)® B(Y) C B(XxY)
(i) SiX etY sont séparables, alors B(X) @ B(Y) = B(X x Y)

Soit C' € X ® ). On pose alors, pour (z,y) € X xY, C, = {y € Y | (z,y) € C} et
Cy ={z € X| (z,y) € C}. On peut alors montrer que C, € Y et Cy € X,

Proposition 6.4 (Mesure Produit)

Soient (X, X, ) et (Y,V,v) deuz espaces mesurés.
On suppose que u et v sont o—finies.

Alors

(i) Il existe une unique mesure oc—finie m sur X ® Y, appelée mesure produit vérifiant que
VAe X, VB ey, m(Ax B)=u(A)v(B).

(i) YCinX @ ¥, m(C) = [, v(Cy)du(z) = [, u(Cy)dv(y).
#5 On la note p @ v.

13



14 CHAPITRE 6. MESURES PRODUIT
II Théorémes de Fubini

Proposition 6.5 (Fubini—Tonelli)

Soient (X, X, u) et (Y,V,v) deuz espaces mesures.
On suppose que p et v sont o—finies.

Alors, si f € m(X ®@V;Ry) :

(i) [y f( v(y) € mX et [, f(z,.)du(z) € mY

(ii)
[ tewine vy = /(/fxydu ) /(/ffrydu ) v(y)

Proposition 6.6 (Fubini-Lebesgue)
Soient (X, X, ) et (Y,V,v) deuz espaces mesurés.
On suppose que u et v sont o—finies.
Alors, si f € LY(u®@v) :
(i) Pour ,u—presque tout ¢ € X, f( ) € LY(v) et pour v—presque tout y € Y, f(.,y) € LY (1)

(i) [y f( v(y) € mX et [, f(z,.)du(z) € mY

(i)
[ Hawdne vt /(/fxydv > /(/fxydu ) v(y)



Chapitre 7

Fonctions périodiques

I Généralités sur les fonctions périodiques

Définition 7.1 (Fonction périodique)
Une fonction f : R — K est dite périodique si 3T > 0 (appelé période de f) tel que Vo € R, f(x+T) = f(z).

#9 On notera Per(T'), ou Per(T, K) ensemble des fonctions T-périodiques. Cet ensemble constitue
un K—e.v.

Lemme 7.1
Une fonction T-périodique est totalement déterminée par sa restriction & un intervalle de la forme
[l‘o, xo + T)

IZ Par conséquent, si f € Per(T), on identifie  f : T — K, ou T est le tore R/TZ = [0, T).

Lemme 7.2

Soit f : [0,T) — K.

On définit f : R — K par f(z) = f(z +n,T), ot n, = inf{k € Z | z + kT > 0}.
Alors f € Per(T).

Définition 7.2 (Groupe des périodes)
Soit f: R — K.
On appelle groupe des périodes de f lensemble Py ={T e R |Vz € R, f(z +T) = f(x)}.

Remarques :
1. Si P; = {0}, f n’est pas périodique.
2. Si Py # {0}, f est périodique.
3. Si Py =R, f est constante.
4. Py est un sous-groupe de (R, +).

Lemme 7.3
Soit f : R — K une fonction périodique.
Alors, l'une des propositions suivantes est vérifiée :

(i) Py est dense dans R.
(it) I existe un Ty > 0, appelé période fondamentale de f, tel que Py = ToZ.

Lemme 7.4
Soit f € Per(T), et soit a > 0.

Alors g : © — f(ax) € Per <T>
a

5" En conséquence, on peut se contenter de ’étude des fonctions 2w —périodiques. Ainsi, dans
le reste de ce cours, on se placeras sur T = R/27Z, muni de la mesure & densité A définie par

d\(z) = j—i Ainsi, [ d\=1.

15



16 CHAPITRE 7. FONCTIONS PERIODIQUES
II Coeflicients de Fourier

DéﬁI}ition 7.3
Soit f: T — K.

(i) f est dite Lebesgue—intégrable si la fonction f 2w—périodique obtenue par périodisation de
[ (cf. lemme 7.2) est intégrable localement (on note f € L} .(R)), i.e sur tout intervalle de
longueur finie. On note f € LY(T). On a alors, Vzg € R :

[wne =4 [ + F()de

(i) On pose o
I =52 [ If@lde = [ |F@)laa)

(#i) On appelle polynome trigonométrique sur T une fonction de la forme

N
P:t— E cpe'®t
k=—N

On appelle alors degré de P lentier deg(P) = max{n € N | |n| < N, |c,| + |c—n| # 0}.

La proposition suivante découle de ’égalité (¢ € Z)

2w

- emdt = (5@70
2w 0

Proposition 7.1
Soit P un polynome trigonométrique. Alors,

Vn €N, |n| < deg(P), ¢, = / P(t)e” ™ d\(t)
T

I [ y a donc correspondance bijective entre un polynéme trigonométrique et ’ensemble de ses
coefficients.

Définition 7.4 (Série trigonométrique)
Une série trigonométrique est une série de fonctions Z(nEZ) fn de la forme f,(t) = c e,

Définition 7.5 (Coefficients de Fourier)
Soit f € LY(T).

On définit comme suit le n—iéme coefficient de Fourier de f, pour n € Z :

ealf) = F(n) = / F(t)eimtdA(r)

On pose de plus, ¥t € T, VN € N :

N 9]
SvHt = 3 Fme™, S(HH = 3 Fme
n=—N

n=—oo

I |es coefficients de Fourier sont bien définis dés que f est Lebesgue-intégrable. Par contre,
contrairement & ce qu’affirmait Fourier, S(f) n’est pas toujours bien définie. De plus, on peut avoir

S # 1

Proposition 7.2
Soient f,g € L*(T) € Z. Alors :

etn
(i) f+g(n) = f(n) +g(n)

(i) Ya € C, af(n) = af(n)
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(i) J(n) = F=n)
(iv) SiTteTet fr:fr— f(t—7) alors ﬁ(n) = f(n)e~"7

-~

(v) [f ()] < (1]

Corollaire 7.2.1 R
Soit f € LY(T) et soit (f;); € L*(T)N tel que ||f; — fll1 — 0 quand j — oo. Alors (f;); converge
uniformément vers f.

~

PrEuvE : Découle de |f;(n) — F(n)| = [(f; — /)(n)] < |If; = £l

Proposition 7.3 R
Soit f € L'(T) vérifiant f(0) = 0. On pose, pour x € T, F(x) = [ f(t)dA(t). Alors :

1. F est continue et 2m— périodique.

2. Vn € Z,F(n) = %f(n)
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Chapitre 8

Convolution

Proposition 8.1 (Produit de convolution)
Soient f,g € L'(T). Alors :

(i) Pour A—presque tout t € T, la fonction T — f(t — 7)g(7) est intégrable sur T.
(i) La fonction fxg:tw— [i f(t—7)g(T)dX(T), appelée produit de convolution (ou convolée) de
f et g, vérifie :
(a) f*ge€LY(T)
() If =gllx < £l llglla
(c) Vn € Z, Fxg(n) = f(n)g(n)

PREUVE : Prouvons la derniére égalité.
( / J(t— )g(r)e "t dA(t )) dA(r)

( / ft=r)e ™ g(r)e ‘“”Td)\(t)) dA(T)
o(r)ein ( / f= eI ) ixe)

.=1\.=3\'4

g(r)e ™" f d\(7) par invariance de A\ par translation

(n)g(n)

>'4

|
~

Remarque : Si f,g € L'(T), fg n’est pas nécessairement intégrable. Pour un contre exemple,
1
poser f(z) = g(z) = ﬁ

Proposition 8.2
* est commutatif, associatif et distributif par rapport o ’addition sur L'(T).

Corollaire 8.2.1
(LY(T),+, *,.) muni de .|}y est une algébre de Banach commutative.

[X Cette algébre n’est pas unitaire !}

Lemme 8.1
Soit f € LY(T). Pour n € Z, on pose e, : t — et définie sur T.
Alors ¥ € Z,Vt € T, e, * f(t) = f(n)e™.

Corollaire 8.2.2
Soit f € LY(T). Pour N € N ett € T, on pose

N
— E Cneznt
n=—N

19
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Alors :
N

YNENVLET, kxf(t)= > cuf(n)e™

n=—N



Chapitre 9

Identités approchées, sommabilité en
norme

I Deux propriétés de L!(T)

Proposition 9.1 (Invariance par translation)
Soit f € LY(T) et soit T € T. Alors :

(i) fr:t— f(t—71)€ LYT)
(@) |-l = Il

Proposition 9.2
Soit f € LY(T). On définit ¢ : 7 — f, sur T. Alors ¢ est continue sur T.

PREUVE : Procédons par densité. Commengons donc par supposer f € C°(T). Alors, par théoréme
de Heine, f est uniformément continue sur le compact T, i.e Ve > 0,36 > 0,Vs,t € T, si
|s —t] < 6 alors |f(s) — f(t)] < e. Soit 79 € T. Prenons 7 € T tel que |7 — 79| < 6. On a
alors : vVt €T, |(t —7) — (t —70)| <6 donc |f(t —7) — f(t —70)| < e. Par suite

sup(lf(¢ =) = f(t = 70)[) = sup(|fr = fr]) < €

teT
Ainsi,
lim [[fr = fr i =0
T—To
D’ou la continuité de .

Supposons & présent f € L'(T). Par densité, Ve > 0, 3g € C°(T), ||f —g|1 < g OrsitT, €T
on a

Ifr = Frollt < lfr = g7l + lgr = grollt + llgr0 = frollx
=If =gl + llgr = grollr +1lg = £l

Donc
0 <limsup||fy = froll1 <2+ lim flgr = gnyll1 =<

D’ou le résultat.

II Identités approchées

Définition 9.1 (Identité approchée)
Une identité approchée, ou noyau de sommabilité, est une suite de fonctions (k,)n>0 de T dans C
tel que :

(i) Les k, sont continues.
(i) ¥n >0, [ knd) =1

21



22 CHAPITRE 9. IDENTITES APPROCHEES, SOMMABILITE EN NORME

(i) 3C >0, ¥n >0, |[ka]1 < C
(iv)
2m—9§
V6 € (0,7), lim lken (£)|dA(E) = 0

n—oo F)

Remarque : Si on suppose les k, positives, alors (i7) = (iii).

Lemme 9.1
Soient B un espace de Banach, ¢ : T — B une application continue et (ky), une identité ap-
prochée. Alors

lim o= [ ka(H(t)dt - p(0)]ls = 0

Proposition 9.3
Soit f € LY(T) et soit (ky), une identité approchée. Alors k,, * f — 1 f.

I Sj on avait — ce qui n’est pas le cas — un véritable neutre e, on aurait ex f = f. La proposition
9.3 illustre ainsi 'appelation d’ "identité approchée".

Définition 9.2 (Noyau de Fejér)

On appelle noyau de Fejér la suite de fonctions définies sur T par

Vn €N, F,(t) = Z (1 - n|i|1> ettt

k=—n

Fo(t) = 1 sin ((n;l)t> 2

n+1 . t
sin [ =
2
Proposition 9.4

(F)n est une identité approchée.

Remarque :

Notation : Si f € L!'(T) et n € N, on note o, (f) = F,, * f.

IZ" On a alors .
nu(N) = 3 fiy (1= ) e

k=—n

Proposition 9.5
L’ensemble PT (T) des polynémes trigonométriques est dense dans L'(T).

PREUVE : Soit f € L'T. On a vu que (0,,(f)), était une suite de polynome trigonométriques. Or,
d’aprés la proposition 9.3, comme (F},),, est une identité approchée et que o, (f) = F,, = f, alors
(65 (f))n converge vers f dans L(T), d’oti le résultat.

Proposition 9.6 (Théoréme d’unicité)

o~

Soit f € LY(T) vérifiant que ¥Yn € Z, f(n) = 0. Alors f = 0.

PREUVE : Sous ces hypotheéses, la suite (o, (f)), est nulle sur T. Or (o, (f)), converge vers f dans
LY(T), d’ou le résultat.

Corollaire 9.6.1 R
Si f,g € LY(T) sont telles que ¥n € Z, f(n) = g(n), alors f = g.

Proposition 9.7 (Riemann-Lebesgue)
Soit f € LY(T) . Alors :

. De plus, les F;, sont des polyndémes trigonométriques.
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PREUVE : Par densité : Ve > 0, 3P € PT(T), ||f — P|ly <. Or, si |n| > deg(P), alors P(n) = 0.

~

Ainsi |f(n)] = |(f — P)(n)| < ||f — Pl < & d’ot le résultat.
Définition 9.3 (Noyau de Dirichlet)
On définit le noyau de Dirichlet comme la suite de fonctions définies sur T par

n

Vn € Z, Dn(t) = Y e*!

k=—n

Remarques :

o [#LE2)
()

2. On a, si f € LY(T), Sp(f) = Dy, * f
3. Vn €N, [, DpdX =1 mais (D,), n’est pas une identité approchée.

IIT Espaces de Banach homogénes

Définition 9.4 (Espace de Banach homogéne)
Un espace de Banach homogéne sur T est un s-e.v B C LY(T) muni d’une norme ||.||s vérifiant
Il > [I-]l1-

Exemples d’espaces de Banach homogénes :
1. C(T) muni de || f|lco = supr | f].
2. ¢ (T) muni de | £ = S5y 77 supp |79
3. LP(T), 1 <p < 0.

Proposition 9.8
Soient B un espace de Banach homogéne, 7,70 € T et f € B. Alors :

(i) fr €B et | frllz=Iflle
(i)

Tim [[fy = frylls = 0

Proposition 9.9
Soient B un espace de Banach homogéne, (k) une identité approchée et f € B. Alors :

lim [k * f — fllz =0
n—oo

Corollaire 9.9.1
Soient B un espace de Banach homogéne. Alors PT(T) est debse dans B.

PREUVE : |lo,(f) — f|lB converge vers 0.

Exemple : Si f € C(T), (0,(f))n converge uniformément vers f sur T.

Corollaire 9.9.2 (Théoréme d’approximation de Weierstrass)
Toute fonction continue 2w—périodique est limite uniforme de polyndmes trigonométriques.
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Chapitre 10

Convergence ponctuelle de (o,(f))n

I Condition de Fejér

Lorsque I'on étudie (o, (f)), on rencontre principalement deux difficultés :

1. On sait que (0,(f))n converge vers f en norme ||.||; mais on ne sait pas si elle converge
simplement vers f.

2. Méme dans les cas ot on a convergence simple, on ne peut affirmer que la limite simple de

(on(f))n est f.
Proposition 10.1 (Fejér)
Soit f € LY(T) et soit to € T.
to+h)— flto—h . y
1. Supposons que flto+h) — flto ) admette une limite f(ty) € R (f est appelée régularisée

2
de Dirichlet de f) [Condition de Fejér].
Alors :

lim Un(.f) (tO) = f(to)

n—oo

Notons que si f est continue en to, f(to) = f(to).
2. Si I est un intervalle fermé tel que f € C°(I), alors (o, (f))n converge uniformément sur I.
3. Si f est minorée (resp. majorée) par un réel m (resp. M ), alors Vn € N, 0,,(f) est minorée
par m (resp. majorée par M ).

PREUVE : La preuve est basée sur le fait que (F,), est une identité approchée positive, paire et
vérifiant que :

vé € (0,m), lim ( sup Fn(t)> =0
no\s<t<2r—5

Corollaire 10.1.1
Si to est un point de continuité de f € L'(T) est que (S,(f))n converge simplement en to vers
Soo(f), alors Soo(f)(to) = f(to), i-e (Sn(f))n converge simplement en to vers f.

II Affaiblissement de la condition de Fejér

B E )
2

Soit f € L'(T). On pose v : (t,h)

s’écrit alors :

. La condition de Fejér en ty € T
%irr%)w(tm h) existe dans R (10.1)
On définit la condition de Fejér affaiblie (en to € T) suivante :
1 h
39 € L(D), Jim 1 [ 1ot ) — glto)ldr =0 (10.2)
- 0

Alors :
1. (10.1) = (10.2)

25



26 CHAPITRE 10. CONVERGENCE PONCTUELLE DE (o (F))y
2. (10.2) est plus faible que (10.1)

Proposition 10.2 (Lebesgue)
Soit f € L} (R). Alors, pour \—presque tout z,

loc

h—0

h
lim %/_h|f(x+7')—f(x)|d720

1
En particulier, o ffh f(z + 7)dT converge vers f A—presque partout quand h — 0.

I On a montré (proposition 7.3) que si f est localement intégrable, F : z — f;+w f(t)dt est
continue. La proposition 10.2 nous affire que F est dérivable \—presque partout.

Proposition 10.3
Supposons (10.2) vérifiée en un point to € T. Alors :

lim o, (f)(to) = f(to)

n—oo

& La preuve de ce résultat est hors-programme.



Chapitre 11

Ordre de grandeur des coeflicients de
Fourier

Lemme 11.1
Soit f € Ll(’]I‘).

Si Y (nen) |F| converge alors (S, (f))y converge uniformément sur T.

PREUVE : Posons, Vn € Z, u, : t — f(n)emt. Alors sup |u,| < \f(n)| d’ou le résultat.
Il est important de noter les choses suivantes :

1. 1l existe des fonctions L' dont les coefficients de Fourier convergent arbitrairement lentement
vers 0.

2. Il existe des suites de complexes convergeant, vers 0 qui ne sont coefficients de Fourier d’aucune
fonction L*.

Proposition 11.1
Soit (an)n € RZ telle que :

(i) Vn € Z, an, >0
(i) lim,| o @ = 0
(iii) Yn € Z, an = a_p
(iv) ¥n >0, an—1 + any1 — 2a, > 0 [Convexité]
Alors : R
3f € LYT),Vn € Z f(n) = a,
Lemme 11.2
Soit (an)n € RY telle que :
(i) VneN, a, >0
(ii) (an)n décroit vers 0
(@) > a, converge

Alors na,, — 0.

PREUVE : Par ’absurde : si ce n’était pas le cas, il existerait une partie I infinie de N et o > 0
tels que Vn € I, na, > a. Alors Vn € 1,

Z ap > (n— f%] + a, > %a
k=[%]

Le critére de Cauchy pour les séries convergentes est alors mis en défaut, d’ou la contradiction
recherchée.

Proposition 11.2
Soit g € L*(T) vérifiant Vn € Z, §(|n]) = —g(—|n|) > 0.

1
Alors Y —g(n) converge.
n
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28 CHAPITRE 11. ORDRE DE GRANDEUR DES COEFFICIENTS DE FOURIER

Corollaire 11.2.1 .
Soit (by), est une suite de réels positifs telle que > — diverge.
n
Alors 3" by, sin(nt) n’est pas la série de Fourier d’une fonction L.

sin(nt)

Tn(n) D€ peut pas étre la série de Fourier d’une fonction L'.

Exemple : Ainsi } -3

Proposition 11.3
Soit f € L'(T) k fois dérivable telle que f*) € L*(T) (k >0).

~

Alors 3C' > 0, ¥n #0]f(n)] < T
n
Corollaire 11.3.1
Soit f € LY(T) 2 fois dérivable telle que f" € L'(T).
Alors (Sn(f))n converge uniformément vers f.



Chapitre 12

Séries de Fourier dans L*(T)

I Motivation
Ce chapitre est motivé par la propriété suivante de I'espace L?(T) :

Proposition 12.1
L?(T) est un espace de Hilbert de dimension infinie, muni du produit scalaire défini par :

(flg) = /1r Fad

I Comme \(T) < oo, on a l'inclusion L?(T) C L'(T) (d’aprés la proposition 1.9).
Proposition 12.2
(?%(Z) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

o0

<C|d> = Z Cndyp

n——oo

II Généralités sur les espaces de Hilbert

Dans ce paragraphe, on se donne un espace de Hilbert de dimension infinie H, muni d’un
produit scalaire (.|.). On pose ||.|| = v/(.|.)-

Définition 12.1 (Familles orthogonale, orthonormée)
Soit A un ensemble.
Une famille (eq)aca de vecteurs de H est dite :

(i) orthogonale siVa,( € A, a # [, (eqleg) =0
(ii) orthonormée si Vo, € A, (ealeg) = da,p

Lemme 12.1 (Pythagore—Parseval)
Soit (en)1<n<n une famille orthonormée et soit (an )y € CN. Alors :

N N
H Z an@n”2 = Z |an|2
n=1 n=1

PREUVE :
N N N N N N
1Y anenl? = O aieil D aje;) = 0> aajledles) = | anenl?
n=1 i=1 j=1 i=1 j=1 n=1

Proposition 12.3
Soient (en)nen une f.o.n et (ap), € 2(N).
Alors > anen converge dans H.

29



30 CHAPITRE 12. SERIES DE FOURIER DANS L?*(T)

PREUVE : H est un espace de Banach donc montrons que la suite (Sy)y des sommes partielles est
de Cauchy. VN > M >0,

N N 00
ISn — Swmll* = Z anen|® = Z lan|* < Z |an|®
n=M+1 n=M+1 n=M+1

Or ce dernier terme converge vers 0 quand M — oo en tant que reste d’une série convergente
((an)n € 2(N)) d’ot1 le résultat.

Proposition 12.4
Soit (en)nen une f.o.n.
Pour f € H, on pose Vn € N, a,, = {e,|f). Alors, VN € N :

N N
0<If = anenl® = 1£17 =D lan?
n=0 n=0

Corollaire 12.4.1 (Inégalité de Bessel)
Soit (en)ner une f.o.n tel que card(I) < card(N) (i.e I — N).
Pour f € H, on pose Vn € I, a, = (en|f). Alors :

> laal® < 1I£117

nel

Définition 12.2 (Systéme total)
Une f.o.n est dite totale si le seul vecteur qui lui est orthogonal est 0.

IS Ceci est équivalent & la densité du s-ev engendré par la famille.
Lemme 12.2
Soit (en)nen une f.o.n. Sont alors équivalents :
(i) (en)nen est total
(i)
(oo}
VFEHIfIP =D Keal )
n=0

(iii)
VIEH, = (ealflen

n=0

PREUVE :
(ii) = (iii) : Découle de la proposition 12.4.
(iii) = (ii) : Trivial
(i) = (iii) : Soit f € H. Alors :

S eal N < 1£]7 < 00

n=0

Donc > (e, | f)e, converge vers g € H. Or,Vn € N, (e,|f) = (en|g) et donc f—g € {(en)n)* = {0}

(ii) = (i) : Si f est orthogonal & (ey)n, Vn € N, (e, |f) =0 donc ||f|| =0 d’ou f = 0.

Lemme 12.3 (Parseval)
Soit (en)nen une f.o.n totale. Alors :

o0

Vf.g €H, (flg) = Z<f\€n><€n|g>

n=0

Définition 12.3 (Opérateur unitaire, espaces de Hilbert isomorphes)
Soient (H1,({.|.)1) et (Ha,{.|.)2) des espaces de Hilbert. Alors :

(i) U € GL(H1, Ha) est dit unitaire si Vf,g € Hy, (U()|U(g))2 = (f|g)1-
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(ii) Deuz espaces de Hilbert sont dits isomorphes s’il existe un opérateur unitaire de l’un dans
lautre.

Proposition 12.5 (Projection dans un espace de Hilbert)
Soit C' C 'H un fermé convexe non vide.
Alors : Vf € H, Alp € C tel que ||f —p| = d(f,C).

I p est appelé le projeté orthogonal de f sur C.

IIT L’espace L*(T)

ITI.1 Généralités

Lemme 12.4
La famille (e,,)nez des fonctions définies sur T par e, : t +— e est totale dans L*(T).

PREUVE : Découle de la proposition 9.6.
Proposition 12.6
Soient f,g € L*(T). Alors :
(i) )
(floy =Y Fm)g(n)

n=—oo

En particulier,
o0

I3 =" 1Fn)

n=—oo

2

(ii) (Sn(f))n converge vers f en norme ||.||2.
(iii) V(an)n € €2(Z) 3'f € LX(T), Vn € Za, = f(n)

Proposition 12.7
Soit :

F: LA(T) —*(Z)

f '_’(f(n»neZ

Alors F est unitaire, de réciproque :

oo

Frifo Y fnen

I Ainsi L?(T) est isomorphe & ¢2(Z).

Proposition 12.8
Soit n > 1 et soit E, = {(ex | |k| < n).
Alors si f € L*(T), le projeté orthogonal de f sur E, est S,(f).

Remarque : Pourj e Netk € {0...277! onposee;s:t— 2%w(2jt—k), oty =l 1)+ .
Cette famille forme une base de L?(T) appelée ondelettes de Haar.

ITII.2 Convergence en norme

Définition 12.4 (Convergence en norme sur un espace de Banach homogéne)
Soit B un espace de Banach homogéne. On dit que B admet une convergence en norme siVf € B, lim,, [|Sn(f)—f|z =0

& Dans de tels espaces, on est certain que la série de Fourier d’une fonction f converge vers f.

Proposition 12.9
Soit B un espace de Banach homogéne. Alors :

B admet une une convergence en norme
—
3K >0,Vf €B, ¥n e N, [Sn(f)lle < K]/ f|e
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Remarque: Comme S, est linéaire, cette condition est équivalente A 3K > 0, Vf € B, Vn € N* |||S, ||| < K.

Théoréme 12.10 (Banach—Steinhaus)
Soient X un espace de Banach, Y un espace normé et F une famille de fonctions continues de X
dans Y.
Supposons que :
Ve e X, sup [|F(x)] < oo
FeF

Alors il existe une boule fermée B C X tel que :

sup (sup ||F<x>|) < oo

zeB \FeF

Remarque : (S,,), vérifie les hypothéses du théoréme 12.10.

Proposition 12.11

Soit n > 1.

Soit B un espace de Banach homogéne. AlorsVf € B, |||Su|l| < Ly, 0@ Ly, est le nombre de Lebesgue
L, = ||Dynll1- Iy a de plus égalité si B = L'(T).

PREUVE : Si f € B,

15n (F)lle = [1Dn * flle

1 27

=gz | Daof( - vyt
1 2

<5 |Dn ([ £(- = t)||edt
T Jo

= Lan”IB

De plus, si f € L(T), on peut montrer (exercice) que (N > 1) ||S,(Fy)||1 = ||on(Sn)||- De plus, D,
est continue sur T est oy (Dy,) —~" D, donc: Ve > 0, INg > 1, YN > Ny, || Dpll1—|lon (D)1 < €
et donc ||on(Dy)|l1 > ||Dnll1 — € d’out le résultat.

Proposition 12.12
4

Aw voisinage de +00, on a L, = — In(n) + O(1)
7r

Corollaire 12.12.1
LY(T) n’admet pas de convergence en norme.

Corollaire 12.12.2
(C(T), ||-|lco) n’admet pas de convergence en norme.

PREUVE : De fagon identique & celle détaillée dans la preuve de la proposition 12.11, on montre
que [|[Spll| = L.

Proposition 12.13 ’
Soit p > 1. Alors LP(T) admet une convergence en norme, i.e Vf € L?, S, (f) —*" f.

I En particulier, L?(T) admet une convergence en norme.



Chapitre 13

Convergence simple

Définition 13.1 (Convergence simple sur un espace de Banach homogéne)
Soit B un espace de Banach homogéne. On dit que B admet une convergence simple (ou ponctuelle)

St
VfEBVET, lim S,(f)(t) = f(t)

Proposition 13.1
11 existe une fonction continue dont la série de Fourier diverge en un point.

& La preuve de ce résultat est hors-programme.

Corollaire 13.1.1
On obtient que :

(i) C(T) nadmet pas de convergence simple.
(ii) L'(T) n’admet pas de convergence simple.
Proposition 13.2
~ 1
Soit f € LY(T) vérifiant que Vn € Z, |f(n)| = O ()

[n
Alors(Sn(f))n et (o, (f))n convergent simplement en les mémes points et vers la méme limite.

Définition 13.2 (Fonction a variation bornée)
Soient f:a,b] =R, n>1etm=(a=t)<t <...<t,=n) une subdivision de [a,D].

(i) On définit la variation de f sur [a,b] selon 7 par :
n—1
o(f,m) = Z |f(tiv1) — f(t:)] € [0, 00)
k=0

(ii) Soit I, p) I'ensemble des subdivisions finies de [a,b]. On définit la variation de f sur [a,b]
par :
V(f:la,0]) = sup w(f,7) € [0,00]
mE (4 p)
(i1i) Si V(f,[a,b]) < oo, f est dite & variation bornée sur [a,b].

#1 On note V Bla, b] Pensemble des fonctions & variation bornée sur [a, b].

Remarque :
1. Si f est monotone, f est a variation bornée.
2. VBla,b] est un R-e.v.

Lemme 13.1
Soit f € VBla,b]. Alors V(f,[a,.]) et V(f,[a,.]) — f sont croissantes sur [a,b].

PREUVE :

33
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~Soient @ < 2 <y < betw = (t;); € Hjgy. Si 2 ¢ 7, on pose m = 7' Un”, ou
e H[a’gg]7 ' e H[m,b]-
Alorsv(f,m) < v(f,m) = v(f,7)+v(f,7") car |f(tix1)—f ()] < |f(Eiv1)—F(@)|+]f (@)= f(t:)]-
Ainsi :
V(f,]a,0]) < sup o(f,7)+ sup  w(f,7")
W,Gn[a,m] ﬂ'”EH[z’b]

Donc V(f,[a,b]) = V(f,[a,x]) + V(f, [x,b]) donc V(f,]a,.]) est croissante.
— De plus, on montre de méme que V(f, [a,y]) = V(f,[a,z]) + V(f,[z,y]) . Or :

V(f, [z, y]) Z|f i) — [, e=20<...<xp =y
2|f()—f(ff)|
> f(y) - f(x)

Donc V(f,[a,y]) > V(f,[a,z]) + f(y) — f(z) d’ou le résultat.
¥ 1 existe des fonctions intégrables, et méme continues, qui ne sont pas & variation bornées. On
peut cependant montrer que les fonctions de classe C! sont & variations bornées.

Proposition 13.3
Soit f : [a,b] — R. Alors :
f € VBa,b]
<~
Il existe g1,92 : [a,b] — R croissantes telles que f = g1 — ga.

PREUVE : Pour le sens direct, utiliser les fonctions croissantes données par le lemme 13.1. Le sens
indirect est trivial (V Bla,b] est un R-e.v).

Lemme 13.2

Soit f € L'(T) tel que fil dt < oo. Alors :

8
t

lim S,(f)(0) =0

n—oo

Lemme 13.3
Soit f : [a,b] — R une fonction monotone. Alors :

b
! / f(z)e*®dx

PREUVE : Si @ = 0, le résultat est trivial. Sinon, quitte & changer de variable, placons nous sur
[a,b] = [0,1]. Alors, par sommes de Riemmann (f est monotone et ¢'“ continue donc notre fonction
est Riemann-intégrable) :

Va € R, <|f(a) = f(b)] +|f(a) — e (D)

1
iox =1 = zaﬁ
oz/of(x dr = ningoan<>
Posons :

n—1 k o N n—1 k —
Ssz(n> e S:Zf<n> eie

k=0

On a alors que S = I (S — S). Donc :

ogf |2 L (; (r(%) ‘f<kn1>>>|

Or, par développement limité, [n(1 —e'%)| = |a| + O ( ) d’ou le résultat.




35

Proposition 13.4 R
Soit f € LY(T) VB0, 2x]. Alors sup,, [nf(n)| < co.

PREUVE : Quitte & utiliser la décomposition de la proposition 13.3, on peut supposer f croissante.
On obtient ainsi le résultat en appliquant le lemme 13.3 avec o = —n.

Corollaire 13.4.1
Soit f € LY(T) NV BI0,2x]. Alors :

(i) (Sn(f))n converge vers f.
(ii) La convergence est uniforme sur les intervalles fermés de continuité de f.

& Si f est continue en t € To, f(t) = f(t).

Proposition 13.5 (Dini)
Soit f € LY(T). Soit ty € T tel que :
1
t+to) — f(2
/ ft+ oi f(to) di < 0o
—1

Alors :
Jim Sy, (f)(to) = f(to)
PREUVE : Pour ¢t € T posons G(t) = |f(to +t) — f(to)|- Par hypothése, f_ll ’%‘ dt < oo donc

par lemme 13.2, S,,(G)(0) — 0. Or S,(G)(0) = S, (f-1,)(0) — f(to) = Sn(f)(to) — f(to) d’ou le
résultat.
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Chapitre 14

Transformée de Fourier

[8 Ce chapitre est hors—programme.}

Pour étudier des fonctions non—périodiques, on ne peut se ramener au fort sympathique compact
T, la dite étude ne pouvant étre menée que sur R. Il est & noter que si toute la théorie établie
pour L(T) se généralise assez directement a L'(R), L?(R) ¢ L'(R) et donc la théorie de L*(T)
ne s’étend pas naturellement a L?(R).

I Définitions, propriétés générales

Définition 14.1 (Transformée de Fourier)
Soit f € L*(R). On définit la transformée de Fourier de f comme la fonction qui a & € R associe

&= [ st

Proposition 14.1
Soient f,g € L'(R) et £ € R. Alors :

(i) T+9(€) = (&) +5(¢)

(ii) Ya € C, af(§) = af(¢)

(iii) F(€) = f(—€)

(iv) Siy e R et f,: f f(t—y) alors [,(€) = F(&)e ™y
ORGSR

Proposition 14.2 R
Soit f € LY(R). Alors f est u.c sur R.

Proposition 14.3 (Produit de convolution)
Soient f,g € L'(R) et x € R. Alors :

(i) La fonction y — f(t —y)g(y) est intégrable sur R.
(ii) La fonction fxg:t— fR f(t —y)g(y)dy, appelée produit de convolution (ou convolée) de f
et g, vérifie :
(a) f*g€L'(R)
(®) If = glls < [I£1lxllgllx
(c) Ve € R, Frg(6) = F©3E)

Proposition 14.4
(LY(R), +, ,.) est une algébre de Banach commutative non unitaire.

Proposition 14.5
Soient f,g,H € L'(R). On pose Vx € R, h(x) = — fR £)ecrde. Alors :

VreR, hxf / H(&)f(&)eede
~on
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Proposition 14.6
Soit f € L*(R). On pose F :x— [ f(y)dy.
Si F e LY(R), alors :

v € R, F(e) = ]

5f(f)

I Notons que (F € L'(R)) # (lims F = 0). Pour un contre-exemple, considérons la fonction
suivante :

k=1

On a alors :

<= In(k)
/RF(x)dm— w2 <0

k=1
Pourtant, F ne tend pas vers 0 en I'infini. Ceci étant, cette implication est vraie dés que F’ € 1(R).
Un énoncé équivalent de la proposition 14.6 est :

Proposition 14.7 R R
Soit f € LY(R) telle que f' € L*. Alors, V¢ # 0, f'(&) = i f(€).
Proposition 14.8
Soit f € LY(R) telle que ¢ : x +— xf(z) € L*(R). Alors :
(i) f est dérivable.
df

(ii) V¢ € R, dff(f) = —ip(&)

8 rar abus, on note souvent ¢ "z f".
PREUVE : Soit h # 0 et soit £ € R. Alors :

o~

A, f(£+hiz—f(€) _ /R Fa)e—is <eihwh_1) N

‘ < |z| par théoréme des accroissements finis donc |Ap| < [, |2 f(x)|dz < co. D’ou le

h h—0
par convergence dominée (appliquer la proposition 1.5 puis une caractérisation séquentielle).

ihx
. -1 .
Pour le (ii), il suffit de remarquer que f(z)e~%® (e ) —— —izf(x)e %" et de conclure

Proposition 14.9 (Riemann-Lebesgue)
Soit f € LY(R). Alors :

~

lim =0
Jm_F(¢)
PREUVE : Sig € CL(R), g’ € Co(R) et donc g(z) = [*__ ¢ (y)dy et donc V¢ € R, [€5(€)] = |g'(€)| < ||¢'[lr < o0
donc 3K > 0 tel que sup [€g(€)| < K d’ot le résultat. Conclure par densité de C!(R) dans L'(R).

IT Régularisation

Notation : On notera désormais D(R) = C2°(R).

Remarques :
1. Vp € N, D(R) C C?TY(R) C C?(R) C LY(R)
1 .
c P < 1-— x2> sifz] <1 Alors p est non analytique, i.e sa
0 sinon
série de Taylor converge, mais pas vers p.

2. On pose (¢ # 0) p(z) :==
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Définition 14.2 (Suite régularisante)
On appelle suite régularisante une suite de fonctions (pn)n telle que :

(i) ¥n >0, p, € D(R)
(i) ¥n >0, p, >0
1) Yn >0, |, pn(x)dr =1
R
Vn >0, supp(pn) C [~€n,€n

en —— 0
n—oo

(iv) Il existe une suite (€,)n € RjN vérifiant que {

Exemple Poser pour n > 0, p,(z) = np(an).

Définition 14.3 (Suite des régularisées)

Soit f € L'(R).

Soit (pn)n une suite régularisante.

On appelle suite des régularisées de f la suite (pp * f)n.

Lemme 14.1

Soit f € L'(R).

Soit (pn)n une suite régularisante.
Alors : Vn € N, p, x f € C*(R).

E'@’ ATTENTION : p, * [ & CSO(R)J

Proposition 14.10
D(R) est dense dans LP(R) pour p > 1.

PREUVE : Par densité, Vf € L?, Ve > 0, 3f. € C.(R) tel que |f — fcl[, < e. Conclure en
approximant f. par g, := p, * fe € D(R), avec (p,), une suite régularisante.

III Identités approchées, noyau de Fejér

Définition 14.4 (Identité approchée sur R)
Soit A C R. On appelle identité approchée sur R une famille de fonctions k, : R — R, a € A
vérifiant :
(i) Vo € A, [ ka(z)dz =1
(ii) ||kal|l = O(1) quand oo — sup A.
(iii) V6 > 0, [ |ko(z)|de —— 0

a—sup A
I<" En pratique, on prend souvent A = R7.

Définition 14.5 (Noyau de Fejér)
On définit le noyau de Fejér (F,)aso par Vo € R, Fy(x) = aF(ax) ot :

2
1 sin (g) 1 ! g
F@) =5 | =2 ) =57 [ a-lehea
2

Lemme 14.2

1— 21z
PREUVE : Considérer la fonction définie sur C* par f(z) =

5— et l'intégrer selon le chemin

C., g consistant a parcourir dans le sens trigonométrique le demi cercle de centre 0 et de rayon R
privé de celui de centre 0 et de rayon €.

Proposition 14.11
(Fa)a>0 est une identité approchée.
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Proposition 14.12

Soit f € LY(R) et soit (kq)aca une identité approchée. Alors ||kq x f — fll1 — 0.
—sup

Proposition 14.13

Soit f € LY(R). Alors :

1 (¢ ~
o [ (1= ) Fropeera| ——0
27 —a (67 ] a—oo
PREUVE : Découle des propositions 14.11 et 14.12.
Corollaire 14.13.1 (Théoréme d’unicité)
Soit f € LY(R) vérifiant que V€ € R, f(£) = 0. Alors f = 0.
Remarque : Si ]? € LY(R) alors on peut appliquer le théoréme de convergence dominée &

Jo : (2, 8) — 2i (1 — |£|) f(f)ei&ﬂ[_a’a] (¢) (domination par f) pour obtenir que :
7r !

/ o (2, £)dE —— / Fl)ecede

a—oco 21
Et comme g,(z,.) % f(z) on obtient que :
Vz € R, f(x / f(&)ede
Ainsi, si on pose h(z fR £)e’*d¢ on peut montrer que h est uniformément continue.

Ainsi, on en déduit le resultat suivant : si f € L*(R), la classe d’équivalence f € L'(R) contient
une fonction uniformément continue.

I Le résultat suivant est analogue & la proposition 9.5 (densité des polynomes trigonométriques).

Proposition 14.14

Les fonctions de L*(R) dont la transformée de Fourier est a support compact forment un sous-
ensemble dense de L*(R).



Chapitre 15

L’espace L*(R)

[X Ce chapitre est hors-programme.}

I Position du probléme

La transformée de Fourier définie sur L'(R) ne se généralise pas naturellement a L?(R) pour
la simple et bonne raison que L*(R) ¢ L!(R). On va donc devoir utiliser le résultat d’analyse
fonctionnelle suivant pour étendre notre définition.

Proposition 15.1
Soient X un e.v.n, Y un espace de Banach et W C X un s-e.v dense.
Soit F € L(W,Y).
Alors : AF € L(X,Y) tel que :

(i) La restriction de F est égale a F.

(i) 1 = I

Le probléme qui se pose & présent est de trouver un s-e.v dense de L?(R) sur lequel on puisse

définir naturellement une transformée de Fourier, i.e qui soit inclus dans L!(R).

II L’espace de Schwartz S(R)

Définition 15.1 (Fonction a décroissance rapide)
Une fonction f : R — R est dite a décroissance rapide si elle décroit plus vite que tout polyndome,
i.e siVp € N, |aP f(x)] |—> 0.

z|—00
Proposition 15.2
Soit f: R — R . Alors :
1. Si f € fe Ll (R) alors f est a décroissance rapide.

loc
2. Si f e feLYR) et est a décroissance rapide, alors fe C>*(R).
3. Si f € C®(R) et que Vk >0, f*) € LY(R) alors f est a décroissance rapide.

Définition 15.2 (Espace de Schwartz)
On définit l’espace de Schwartz, noté S(R), comme l'espace vectoriel des fonctions f : R — R
vérifiant :

(1) f€C?(R)
(i) Yk >0, f*) est a décroissance rapide (avec la convention f(© = f).
Proposition 15.3
On a les propriétés suivantes :
1. S(R) est stable par multiplication par un polynome.
2. S(R) est stable par dérivation.
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3. S(R) c L'(R)

4. S(R)

5. S(R) est dense dans L'(R).
6. S(R) est dense dans L*(R).

est stable par transformée de Fourier.

PREUVE : Pour 5 et 6, il suffit de remarquer que D(R) C S(R) et que D(R) est dense dans L.
Remarquons que D(R) n’est pas stable par transformée de Fourier.

Proposition 15.4 (Identité de Plancherel-Parseval)

Soient f,g € S(R).Alors
5 [ T = [ 7w

()
5 | \F©Pde = [ 17@)Pda

& Ainsi, on peut étendre par la proposition 15.1 la transformée de Fourier de S(R) a L%(R) :

(i)

Proposition 15.5 (Plancherel)
11 existe un unique opérateur F : L*(R) — L*(R) vérifiant :

(i) Vf € LA(R), | Ffll2 = V27| f]2
(ii) Vf € LNR)NLA(R), Ff = f

— 2
#0 En pratique, si f € L2(R) est approximée par une suite (f,), de S(R), on a que f, G Ff,
n—oo
ce qui permet le calcul "explicite de la transformée de Fourier de f.



