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Chapitre 1

Groupes, anneaux, corps et modules

1.1 "Rappels" sur les ensembles quotients

Définition 1.1.1 (Relation binaire)
Une relation binaire sur un ensemble E est une partie R de E X E.

[J On notera en général 2Ry pour dire que (z,y) € R.

Définition 1.1.2 (Classe d’équivalence)

Soit E un ensemble et soit R une relation d’équivalence (i.e réflexive, transitive et symétrique) sur
E.

Pour x € E, on appelle classe d’équivalence de x modulo R ’ensemble :

T ={y € E|zRy}

Exemple fondamental : Soient F et F' deux ensembles et soit f : E — F. On définit alors
une relation d’équivalence (appelée relation associée a f) sur E par :

R ={(z.y) € B*| f(x) = f(y)}

Six € E, on a alors :

7=/ {/@)})

Proposition 1.1.1
Soit E un ensemble et soit R une relation d’équivalence sur E.
Alors :
(i) siz,y € E, on a :
TRy =720y #0

(i) les classes modulo R forment une partition de E (i.e sont des parties non vides deux & deuz
disjointes dont la réunion est égale 4 E) ;

(iii) Inversement, toute partition w de E est l’ensemble des classes modulo une unique relation
d’équivalence définie par :

Rr = {(z,y) € E*|3C e 7, {,y} C C}

Exemple : Dans le cas ou E = Z et ot 2Ry < x = y[3] alors on a trois classes d’équivalences
modulo R :
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Définition 1.1.3 (Ensemble quotient, projection canonique)
Soit E un ensemble et soit R une relation d’équivalence sur E.

Alors on note E/R ensemble des classes d’équivalences modulo R, appelé ensemble quotient de
FE par R.
On a alors une application naturelle, appelée projection canonique, 7 : E — E/R définie par :

Ve e E, mr(x) =7

Proposition 1.1.2
Soit E un ensemble et soit R une relation d’équivalence sur E.
Alors :

(i) ™r est surjective (car les classes modulo R sont non vides) ;

(i) la relation associée 4 TR est R, i.e :
Vrx e E, T = 7r7_31 {mr(z)})

U Toute relation d’équivalence R sur E est de la forme Ry, avec f : E — F une application
surjective. F' et f dépendent alors de R.

Définition 1.1.4 (Compatibilité d’une relation et d’une application)

Soient F et F' deux ensembles.

Soit R une relation d’équivalence sur F et soit f : E — F.

Alors on dit que f et R sont compatibles si pour tous x,y € E, si Ry alors f(x) = f(y), i.e si f
est constante sur chaque classe modulo R.

Exemples :
1. R et mr sont toujours compatibles.
2. Une fonction f : R — F est paire si elle est compatible avec la relation "z = +y".
3. Une fonction f : R — F est T—périodique (T € R) si elle est compatible avec la relation
v —yeTZ".

Proposition 1.1.3 (Propriété universelle du quotient)
Soient E et F' deux ensembles.

Soit R une relation d’équivalence sur E et soit p : E — F.
Les propriétés suivantes sont alors équivalentes :

(i) ¢ et R sont compatibles ;
(ii) ¢ se factorise! par 7, i.e 3p: E/R — F telle que :
p=9pomR
De plus, lorsque c’est le cas, P est unique.

[JOn résume souvent la proposition 1.1.3 par le diagramme suivant :

12
E F

TR O

E/R
Le symbole "O" indique que le diagramme commute, i.e que ¢ = P o TR.
DEMONSTRATION :

(i) = (it) — Unicité. Soient P et @’ deux applications vérifiant la condition. Alors pomg =@ o g et
donc (modulo axiome du choix), comme 7 est surjective on a que p = @'.

1. On dit parfois "passe au quotient'.
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— Euxistence. Si £ € E/R, remarquons que ¢ est constante sur £&. On peut donc définir (&)
comme la valeur de ¢ sur cette classe (ce qui est possible car, rappelons-le, les classes
d’équivalence sont non vides). De plus, si € F alors :

P (mr(2)) =@(T) = ¢(x) en particulier.

D’ou le résultat.

U Les seules propriétés de mxr que nous avons utilisées ici sont sa surjectivité et le fait que la
relation d’équivalence qui lui est associée est R. Autrement dit, toute application de E dans un
ensemble quelconque ayant ces propriétés peut "servir de quotient par R". Par exemple, pour
n > 1, ensemble Z/nZ peut étre défini comme le "quotient" de Z par ’application qui & un entier
associe le reste de sa division euclidienne par n.

Définition 1.1.5 (Groupe)

Soit G un ensemble et soit x une loi de composition interne (LCI) sur G, i.e une application de
G x G dans G.
Alors on dit que le couple (G,x*) est un groupe si :

(i) la loi * est associative, i.e :
Vo,y,2 € G, vx (y*x2) = (x*xy) x2
(1) G posséde un élément neutre pour x, i.e :
deg € G,Vx € G, egxx=xxeqg =1
(#53) tout élément de G est inversible, i.e :
Ve G, €CG,zxT=T*x=eqg
Si de plus x est commutative, i.e siVx,y € G, zxy =1y *x, on dit que G est abélien.

U Dans un groupe G, linverse d’un élément z est souvent noté z~' (si la loi de G est notée
multiplicativement) ou —z (si la loi de G est notée additivement,).

Définition 1.1.6 (Loi quotient)

Soit E un ensemble muni d’une relation d’équivalence ~ de projection canonique w et d’une LCI
x: ExFE—F.

Alors, on dit que x passe au quotient par ~ si il existe une LCI % sur E/ ~, appelée loi quotient,
telle que m soit un morphisme de (E,*) dans (E/ ~,%).

[] Les ensembles (E, ) et (E/ ~,%) ne sont pas nécessairement des groupes!

Remarques :

1. Si ¥ existe, elle est unique, car si £ = 7(z),n = w(y) € E/ ~ alors nécessairement :
& = m(z)Fn(y) = m(z *y)

2. Siilexiste z,2’,y,y’ € F tels que 7(z) = w(a’) et m(y) = 7(y’) mais vérifiant que w(a*y) # m(a'*y’),
alors il n’existe pas de loi quotient *.
3. Silaloi quotient existe, elle hérité de I’éventuelle associativité/commutativité de *. De méme,

si e est un neutre pour *, w(e) en est un pour * et si x, 2’ sont symétriques pour * alors 7(x)
et w(a’) le sont pour *.

Proposition 1.1.4

Soit E un ensemble muni d’une relation d’équivalence ~ de projection canonique 7 et d’une loi de
composition interne (LCI) x : Ex E — E.

Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) * passe au quotient pour ~ ;
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(1) * et ~ sont compatibles, i.e pour tous x,x',y,y € E tels que x ~ 2’ et y ~ y alors
zxy~x xy.
DEMONSTRATION :
(1) = (i) Solent z,2’,y,y" € E tels que x ~ 2’ et y ~ y'. Alors on a 7(z) = (¢) et 7(y) = (y') donc
m(x)xm(y) = w(a')xm(y') ce qui implique que 7(z xy) = w(a’ xy’), donc x xy ~ ' x 3.
1) = (1) Comme % et ~ sont compatibles, si on fixe {,n € E/ ~ Papplication (z,y) — 7(x * y) est
n
constante sur £ X 1. On peut alors définir £&xn comme la valeur de cette application. On
obtient alors une LCI sur E/ ~ telle que 7 soit un morphisme de (E, ) dans (E/ ~,%).

U cCalculer dans E / ~ revient donc a calculer dans E en traitant la relation ~ comme une égalité.

1.2 Groupes quotients

Définition 1.2.1 (Sous—groupe)
Soit (G, *) un groupe.
On dit que H C G est un sous—groupe de G si x induit sur H une structure de groupe, i.e si :
(i) ec € H ;
(ii) Ve,y e Hy xxy~ ' € H
Définition 1.2.2 (Morphisme de groupes, noyau, image)
Soient (G, x*) et (H,o) deux groupes.
Une application f: G — H est alors appelée morphisme de groupes (de G sur H) si elle vérifie la
condition suivante :

Ve,y € G, flzxy)=f(z)ofy)
On définit le noyau de f de la fagon suivante :
Ker(f):={z € G| f(x)=en} CG
On appelle image de f l’ensemble suivant :
Im(f) :={f(z)|xe G} C H
[ Ainsi, Vo € G, f(zxeq) = fleq)of(x) et donc f(eq) = ex. De plus, f(zxz~1) = f(z)o f(z~1)
donc f(z)=! = f(z™1).

[l On note End(G) l’ensemble des endomorphismes du groupe G (i.e des morphismes de G sur
lui-méme).

Soit ~ une relation d’équivalence sur G, de projection canonique . Alors, si ~ est compatible
avec la loi de G, 7w est un morphisme surjectif vers la loi quotient, ce qui entraine que ’ensemble
G/7 est un groupe d’élément neutre m(eg).

De plus, ~ est la relation associée & , i.e :

Ve,y € G, z~y<e w(x)=mn(y)

En particulier,
Kerm =7 ({r(ec)}) = ea

Ainsi, eg est un sous—groupe de G.

Proposition 1.2.1

Soient G et H deux groupes.

Soit f: G — H un morphisme.

Alors la relation associée o f est déterminée par Ker f, i.e sixz,y € G on a :

fx)=fly) e zy ' €Kerf e alycKerf
] Ainsi, siz € G,on a :
T=f""({f(2)}) = zKer(f) = Ker(f)z

En particulier :
Vo € G, zKer(f)z™! = Ker(f) (1.1)
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Définition 1.2.3 (Sous—groupe distingué)
Un sous—groupe N d’un groupe G est dit distingué (dans G) si l’'une des trois conditions équivalentes
suivantes est vérifice? :

(i) Vo € G,Vn € N, znz=! € N ;
(ii) Vo € G, tNz~! = N ;

(iii) N est invariant par les automorphismes intérieurs (i.e de la forme g — xgz~') de G.

[] On note alors N <1 G.

Remarques :
1. D’aprés (1.1), si f : G — H est un morphisme de groupes, alors Ker(f) < G.

2. Toute relation d’équivalence compatible avec la loi d*un groupe G est de la forme "zy~' € N",
avec N =¢eg < G.

Exemples :
1. Pour tout groupe G, on a {eg} <G et G<G.
2. Si G est un groupe abélien, tout sous—groupe y est distingé (la réciproque est fausse).
3. Si K est un corps, alors SL, (K) < GL,(K) car SL, (K) = Ker(det). Par contre :

D (K) := {diag(A 1, ..., An) [ As- -y A € K*} 4 GLo(K)

En effet, une matrice diagonalisable n’est pas nécessairement diagonale (on a un résultat
similaire pour les matrices triangulaires).

Proposition 1.2.2
Soit G un groupe et soit N < G.
Alors :
(i) siz,y € G, ona:
sy leNeszlye N

1. la relation "vy~' € N est une relation d’équivalence sur G compatible avec sa loi. Pour
cette relation, on a Vr € G :
T=aN = Nz
DEMONSTRATION :

(i) Soient x,y € G. Alors :

ry e NexeNy
sreyNcaryNy ' =N
= y_lz eN
srly=@y 'ty teN
(ii) Contentons—nous de vérifier la compatibilité. Si z,y,2’,y" € G, avec z ~ z’ et y ~ ¢/ ; i.e

Jo,B €N, za' ' =, yy ' = B; alors z = az’ et y = By’ donc ry(x'y )"t = az' Bz’ ce
qui permet de conclure.

Définition 1.2.4 (Groupe quotient)

Soit G un groupe et soit N < G.

Alors le quotient de G par la relation d’équivalence modulo N (i.e "vy=' € N") muni de la loi
quotient est un groupe, appelé groupe quotient de G par N.

[] On note ce groupe G/N.

On a alors un morphisme 7 : G — G/N surjectif et de noyau N. On en déduit que tout sous—
groupe distingué est le noyau d’un morphisme de groupes, ce qui nous fournit une réciproque a
(1.1).

2. Le lecteur taquin remarquera que cela ne veut rien dire : soit les trois le sont, soit aucune ne ’est!
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Remarque : Si H est un sous-groupe d’un groupe G, alors "z =1y € H" (resp. "zy~! € H")

est une relation d’équivalence sur G vérifiant que pour € G, T = zH (resp. Hz). Si H 4 G,
ces deux relations sont différentes et non compatibles avec la loi de groupe : elles engendrent, donc
deux ensembles quotients, notés G/H (pour les classes "¢ H") et H\G (pour les classes "Hz").

Proposition 1.2.3 (Propriété universelle du groupe quotient)
Soient G et T deux groupes.

Soit N QG et ¢ : G — ' un morphisme de groupes.

Alors, les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(i) ¢(N) = {er};
(i) N C Keryp;
(iii) Il existe un morphisme @: G/N — T tel que :
p=pom

Ou 7 est la projection canonique sur G/N.

Dans ce cas, le morphisme @ est unique et vérifie :
Imp=Imp et Kerp=n(Keryp)=Kerp/N
UUne fois n'est pas coutume, cette propriété peut—étre résumée par un joli diagramme commutatif :

¥
G T

G/N

DEMONSTRATION : Seule l'implication (i4) = (i%4) mérite que l'on 8’y attarde. Si l'on a
x,y € G tels que ry~! € N alors zy~! € Ker(y), donc o(x) = ¢(y) par propriété de morphisme.
D’ou l'existence de I’application i d’apreés la proposition 1.1.3 appliquée & G, T et a 1’égalité modulo
N. Cette application est de plus un morphisme car si £,n7 € G/N, on a par surjectivité de = qu’il
existe x,y € G tels que £ = w(z) et n = 7(y), donc :

?(&n) =

| .|
€ € € € €

La fin de la démonstration est immeédiate.

U Pour démontrer la proposition 1.2.3, on a seulement utilisé le fait que 7 est un morphisme
surjectif de noyau N.

Corollaire 1.2.3.1
Soient G et H deux groupes et soit f : G — H un morphisme de groupes.
Alors :

G/ Ker(f) = Im(f)

Ou le (honteuz) symbole "=" dénote (tout aussi honteusement) l’existence d’un isomorphisme entre
ces deuz groupes.

DEMONSTRATION : On applique la proposition 1.2.3 & N = Ker f et ¢ = f. On obtient ainsi un
morphisme f : z — f(z) de méme image que f et dont le noyau est Ker(f)/Ker(f) = {e}, ce qui
fait d’elle une (fort sympathique) injection. D’ou le résultat.
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Exemple : Soit f : (C,+) — (C*, x) définie par f(z) = e*7™*. f est alors un morphisme de
groupes surjectif de noyau Z, donc on a que :

C/Z=C*

La restriction de f & R nous livre de plus un isomorphisme entre R/Z et (U, +), ou U est le noyau
du morphisme (z € C*) = (|z| € RY).

Proposition 1.2.4 (Sous—groupes d’un groupe quotient)

Soit G un groupe et soit N << G. On note 7 la projection canonique sur G/N.

On a alors des bijections naturelles, réciproque ['une de l’autre, entre ’ensemble E des sous—groupes
de G contenant N et l’ensemble F' des sous groupes de G/N. Ces bijections sont données par :

(HEE)— (H/IN=n(H)€F) et (KcF)~ (rY(K)cE)

De plus, si H € E, on a que :
G/H = (G/N)/(H/N) (1.2)

DEMONSTRATION : Démontrons (1.2). Pour ce faire, considérons le morphisme p o7, ou p : G/
N — (G/N)/(H/N) est la projection canonique. Ce morphisme est surjectif et son noyau est :

Ker(pon) =n"'Kerp=7n"'(H/N) =71 (n(H))

Or, comme 7 est surjective, 7~ (7(H)) = H, d’ou le résultat par le corollaire 1.2.3.1.

1.3 Anneaux, idéaux et anneaux quotients

Définition 1.3.1 (Anneau unitaire)
Soit A un ensemble et soient + et x deux LCI sur A.
Alors on dit que le triplet (A, +, X) est un anneau (unitaire) si :

(i) (A,+) est un groupe abélien (on note en général 0, — ou 0 — le neutre de ce groupe) ;
(i) X est associative ;

(iii) x est distributive par rapport a +, i.e :
Ve,y,z€ A,z x (y+z2)=zxyt+axzxz et (z+y)Xz=zXz4+yxz

(iv) A contient un élément neutre pour X, noté en général 15 (ou 1).

Si de plus la loi x est commutative, on dit que A est commutatif®.

Définition 1.3.2 (Sous—anneau)

Soit (A, +, x) un anneau (unitaire*) et soit B C A.

Alors on dit que B est un sous—anneau de A si celui—ci induit sur B une structure d’anneau, i.e
S6:

(i) 1 €B;
(ii) Ve, y e B,z —y € B;
(iii) Vz,y € B, zy € B.
Définition 1.3.3 (Morphisme d’anneaux)

Soient A et B deux anneauz.
On dit qu’une application f: A — B est un morphisme d’anneauz si elle vérifie que :

(i) f est un morphisme de groupes de (A,+) dans (B, +) ;
(i) f(1a) =1B;
(iii) Vx,y € A, f(zy) = f(@)f(y).

On appelle noyau et image du morphisme f son noyau et son image en tant que morphisme de
groupes.

3. On ne parle pas d’"anneau abélien". Je ne suis pas sur qu’il y ait une raison profonde. C’est un peu comme
manger la bouche ouverte : cela ne se fait pas.
4. C’est la derniére fois que je I’écrit. Désormais, ils le seront tous.
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Proposition 1.3.1
Soit A un anneau.
Alors :

(i) il existe un unique morphisme (d’anneauz) de A dans Uanneau trivial {0} ;

(i) il existe un unique morphisme ¢ de Z dans A défini par :

Vn € 7Z, (p(n)::nlAzlA—l—...—l—lA
—_—

n fois

Proposition 1.3.2
Soient A et B deuz anneaux.
Soit f: A — B un morphisme (d’anneauz).
Alors :
(i) pour tout sous—anneau B’ de B, f~1(B') est un sous—anneau de A ;

(i) pour tout sous—anneau A’ de A, f(A") est un sous—anneau de B.

Proposition 1.3.3 (Intersection de sous—anneaux)
Toute intersection de sous—anneauxr d’un méme anneau en est un sous anneau.

UPar convention, une intersection d’une famille de sous—anneaux indexée par ’ensemble vide est
égale & ’anneau tout entier.

Proposition 1.3.4 (Sous—anneau engendré par une partie)

Soit A un anneau et soit S C A.

Alors intersection de tous les sous—anneauz de A contenant S est le plus petit sous—anneau de A
contenant S. On l'appelle sous—anneau engendré par S.

U Une description "par le bas" de cet ensemble nous apprend qu'’il est égal au groupe engendré
par S dans (A, +).

Définition 1.3.4 (Elément régulier)

Soit A un anneau.

Alors on dit qu'un élément o € A est régulier® & gauche si l'une® des conditions équivalentes
suivantes est vérifiée :

(i) Vapplication (x € A) — ax est injective ;
(1) Vx,y € A, si ax = ay alors x =y ;
(i1i) Yz € A, si ax =0 alors x = 0.

On définit symétriquement la notion d’élément régulier a gauche.

Définition 1.3.5 (Elément inversible)

Soit A un anneau.

Alors on dit qu’un élément « € A est inversible 4 gauche (resp. 4 droite) si il existe 8 € A tel que
Ba = 1a (resp. aff = 1a). S’il est inversible a droite et a gauche, on dira simplement qu’il est
inversible.

U Dire qu'un élément est inversible & gauche signifie qu’il faut le multiplier & gauche par son
inverse, faisant de lui ’élément de droite du produit, tandis que ’on ne peut simplifier par un
régulier & gauche que il se trouve a gauche d’un produit.

Exercice :
1. Démontrer que si un élément est inversible ses inverses & droite et & gauche sont égaux.

2. Démontrer qu'un inversible & gauche est régulier & gauche.

Définition 1.3.6 (Groupe des inversibles)
L’ensemble des éléments inversibles d’un anneau A est un groupe pour la multiplication.

[] On le note AX.

5. On dit aussi "non—diviseur de zéro", mais cela revient & considérer que le verre est a moitié vide, non ?
6. Oui, je sais ...
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Exemples :
1. 2% ={-1,1};
2. R* = R[X]* =R*;
3. M, (R)* = GL,(R).

UEt ’anneau trivial me direz vous... Eh bien on a que :

{0} = {0}

Définition 1.3.7 (Anneau intégre)
Soit A un anneau.
Alors on dit que A est intégre si :

(i) A est commutatif;
(i) A est non trivial ;

(iii) tout élément non nul de A est réqulier.

Définition 1.3.8 (Corps)
Soit A un anneau.
Alors on dit que A est un corps si :

(i) A est commutatif;
(i) A est non trivial ;

(#3) tout élément non nul de A est inversible.
(] On peut résumer (ii) et (iii) par : AX = A\ {0}.
LISi A ne vérifie que (i) et (iii), on dit que c’est un anneau & division.

Exemples / exercices en vrac :
1. Z et R[X] sont intégres mais ne sont pas des corps ;
Q, R, C et R(X) sont des corps;
si n > 1, alors Panneau Z/nZ est un corps si et seulement si n est premier ;
un anneau intégre fini est un corps;
tout sous—anneau d’un anneau intégre est intégre;
C%(R,R) n’est pas intégre;

si U est un ouvert connexe de C, alors H(U) est un anneau intégre ;

® NS oA W

le produit de deux anneaux non nuls n’est jamais intégre. Non, vraiment.

Définition 1.3.9 (Idéal)
Soit A un anneau et T C A.
Alors on dit que T est un idéal & gauche de A si :

(i) (Z,+) est un sous—groupe de (A, +);
(i) Ya € ANz €T, ax € T.

On définit symétriquement la notion d’idéal o droite. Si T est un idéal 4 gauche et a droite, on
parle d’idéal bilatére.

Exercices :
1. {0} et A sont des idéaux bilatéres de tout anneau A, appelés idéaux triviaux.
Si un idéal contient un élément inversible, il est égal & ’anneau tout entier.
Le noyau d’un morphisme d’anneaux est un idéal bilatére de I’ensemble de départ.

Une intersection d’idéaux reste un idéal.

oUk

Soit K un corps, E un K—e.v et F' un s—e.v de E. Alors :
(a) {u € L(E)|u), =0} est un idéal a gauche de L(E);
(b) {u € L(E)| Im(u) C F} est un idéal a droite de L(E)
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Si E est de dimension finie, ce sont les seuls idéaux non bilatéres de £(F). De plus, les seuls
idéaux bilatéres de L(E) sont L(E) et {0}

Proposition 1.3.5 (Idéaux d’un anneau a division)
Soit A un anneau @ division.
Alors ses seuls idéauz sont {0} et A.

Proposition 1.3.6
Soit A un anneau commutatif non trivial. Alors :

A est un corps < {0} etA sont les seuls idéaux de A

Proposition 1.3.7 (Idéal engendré par un élément, par une partie)
Soit A un anneau.

1. Soit o € A. Alors aA (resp. Aa) est le plus petit idéal o droite (resp. a gauche) contenant
a. On lappelle idéal a droite (resp. a gauche) engendré par o. Si A est commutatif, ces deuz
idéauz coincident, et on note l’idéal engendré par a ().

2. Soit S C A. Alors le plus petit idéal o gauche contenant S est ’ensemble :

{Zaisﬂn >1,(a;); € A", (s1); € S"}

i=1

On lappelle idéal a gauche engendré par S. On définit de méme l'idéal a droite engendré par

S.

Remarques :

1. L’idéal a droite (resp. & gauche) engendré par un élément (ou une partie) est toujours égal a
lintersection des idéaux & droite (resp. & gauche) contenant cet élément (ou partie).

2. Un idéal engendré par un seul élément est dit principal.

Proposition 1.3.8 (Anneau quotient)
Soit A un anneau et soit ~ une relation d’équivalence sur A.
On a alors équivalence entre les propriétés suivantes :

(i) ~ est compatible avec + et X ;
(ii) il existe un anneau B et un morphisme (d’anneauz) ¢ : A — B tel que ~ soit la relation
associée 4 ¢ ;
(11i) ~ est de la forme "v —y € T", ot T est un idéal bilatére de A qui est alors nécessairement
égal a la classe de O pour ~.

Dans ce cas, on peut munir A/ ~ d’une structure d’anneau induite par les lois quotients. Ce
quotient se note A/T est appelé anneaw quotient de A par I. Notons que le groupe (A/Z,+) est
isomorphe au groupe quotient de (A,+) par (Z,+).
[J On obtient alors un morphisme naturel d’anneaux m : A — A/Z, surjectif et de noyau Z.
DEMONSTRATION :
(1) = (ii) Il suffit de poser B = A/ ~ et d’appliquer la proposition 1.1.4.

(i) = (i4¢) Comme @ est un morphisme de groupes, la relation qui lui est associée est "z — y € Ker ¢,
ce qui permet de conclure (exercice : vérifier que Ker ¢ est un idéal bilatére de A).

(iii) = (i) Trivial.

Proposition 1.3.9

Soient A et B deux anneauz.

Soit T un idéal bilatére de A de projection associée w: A — A/T.
Soit f: A — B un morphisme d’anneaux tel que :

f@) ={0} ie I cCZXer(f)

Alors il existe un unique morphisme f : A/T — B tel que :

De plus, _
Im(f) =Im(f) et Ker(f)=m(Ker(f)) = Ker(f)/Z
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Uun petit diagramme commutatif pour la route ...

A / B

A/T

DEMONSTRATION : Il suffit d’appliquer la proposition 1.2.3 & f vu comme morphismes de
groupes.

Proposition 1.3.10

Soient A et B deur anneauz.

Soit f: A — B un morphisme d’anneauz.
Alors :

A/ Ker(f) = Im(f)

DEMONSTRATION : L’isomorphisme nous est livré par application Z — f(x).

Exemples :
1. Soit f: (P € R[X]) — (P(i) € C). Alors f est un morphisme surjectif de noyau (X2 + 1).
Ainsi, on a :

RIX]/(X?+1)=C
Ce qui représente en fait la définition du corps des complexes.

2. Construction de R via les suites de Cauchy rationnelles. Soit A I’anneau des suites de Cauchy
de rationnels. On a alors un morphisme d’anneau :

fiASR

u— lim wu,
n— oo

Le noyau de f est I’ensemble J de suites de rationnels convergeant vers 0, ce qui nous livre
un isomorphisme de R dans A/J, qui représente en fait la définition du corps des réels.

Proposition 1.3.11 (Idéal premier)
Soit A un anneau commutatif.

Soit T un idéal de A.

Alors :

A/T est intégre < T est premier.
Ou un idéal T est dit premier si il vérifie :
(i) T#A,desild¢A;
(i5) Ya,be A, siabe T, alorsa €T oube L.

Exemple : Un idéal nZ de Z est premier si et seulement si n = 0 ou n est premier.

Proposition 1.3.12 (Idéal maximal)
Soit A un anneau commutatif.

Soit T un idéal de A.

Alors :

A/T est un corps <= T est mazimal.

O un idéal T est dit mazximal si il vérifie :
(i) T#A, iesil¢A;

(ii) le seuls idéaux de A contenant T sont A et T.
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Proposition 1.3.13 (Idéaux et sous—anneaux d’un anneau quotient)

Soit A un anneau.

Soit J un idéal 4 gauche de A, de projection canonique associée w: A — A/J.

On a alors des bijections naturelles, réciproque l'une de l'autre, entre 'ensemble E des idéaux a
gauche de A contenant J et l'ensemble F des idéauz a gauche de A/J. Ces bijections respectent
les inclusions et les intersections et sont données par :

(I€E)—(I/J=n(I)eF) et (KeF) (r(K)cE)
On dispose du méme type de résultat si J est un idéal a droite ou bilatére ou un sous—anneau de

A.

Exemple :  Les idéaux de Z/nZ sont les dZ/nZ, ot d|n. Ainsi, on les idéaux de Z/6Z peuvent
étre représentés par le schéma suivant (les fleches représentent les inclusions) :

7./67

TN

27./61 37/61
{0}

Remarque : Sous les hypothéses de la proposition 1.3.13, si Z est un idéal quelconque de A,
7(Z) est un idéal de A/J correspondant (au sens de la proposition) & 7= (7(Z)) = I + J.

1.4 Lemme de Zorn

Définition 1.4.1 (Elément maximal, plus grand élément)
Soit (E, <) un ensemble ordonné.

Soit m € E.

Alors :

(i) on dit que m est un élément maximal de E si :
Pre E\{m}, m<x
1. on dit m est un plus grand élément de E si :

Vee E,x<m

Définition 1.4.2 (Ensemble inductif)

Soit (E, <) un ensemble ordonné.

Alors on dit que E est inductif si toute partie totalement ordonnée (on dit aussi chaine) de E est
magjorée dans E.

Remarques :
1. Un ensemble inductif est non vide. En effet, () est une chaine de E donc y est majorée.

2. Si E est totalement ordoné, I'inductivité est équivalente & ’existence d’un plus grand élément.

Lemme 1.4.1 (Zorn)
Tout ensemble inductif admet un élément mazximal.

Le lemme de Zorn est équivalent & ’axiome du choix, que nous utiliserons dans toute la suite
de ce cours.
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Axiome 1 (Axiome du choix)
Soit I un ensemble et soit (E;)icr une famille d’ensembles tous non vides.

Alors :
H E; #0
iel
Proposition 1.4.1
Tout anneau commutatif non trivial admet un idéal maximal.

DEMONSTRATION : Soit A un anneau commutatif non trivial. Soit E ’ensemble des idéaux stricts
de A, i.e différents de A tout entier, ordonné par 'inclusion. Alors E est un ensemble inductif. En
effet, si C est une chaine de F, alors :

Cas1: C =0. Alors {0} majore C' dans FE.
Cas 2: C # (). Alors, si on pose :
J = U A
ZeC
J est un idéal de A car C est totalement ordonnée pour ’inclusion, et est strict VZ € C, 1 ¢ 7
(car A # {0}) donc 1 ¢ J.

Corollaire 1.4.1.1
Soit A un anneau commutatif non trivial.
Alors il existe un corps K tel qu’il existe un morphisme d’anneau surjectif de A dans K.

1.5 Modules

[Dans tout ce paragraphe, on se donne un anneau (A, +, x)]

Définition 1.5.1 (Module)
Un A-module & gauche (resp. a droite) est un triplet (E,+,.) ot :
(i) (E,+) est un groupe abélien” ;
(i) . est une loi de composition externe (LCE) 4 gauche (resp. a droite), i.e une application de
la forme (A, x) € A X E) — (A\.x € E) (resp. x.\) vérifiant :
(a) Vz,y € ENNA € A, M\(z+y) = Az + Ay (resp. (x+y) A=z +y\);
(b)) Ve e EV A pe A, A+ p)x=Az+px (resp. .(A+p) =x X+ 2.1);
(c) Ve € E, 1y.x =z (resp. .1y =1x);
(d) Ve € E;NA\ pe A, (A x p).ax=A(px) (resp. z.(A x p) = (xN\).p);
L] On peut également définir un A-module & gauche comme un groupe abélien (F, +) muni d’un
morphisme d’anneaux ¢ : A — (End(FE), +, o).
Pour démontrer que ces deux définitions sont équivalentes, il nous suffit dans un sens de poser
©(N) := 2+ Az et dans lautre de poser \.z := p(A\)(z) et de vérifier® que cela convient.

De fagon symétrique, un A—module & droite peut étre vu comme un groupe abélien (F, +) muni
d’un antimorphisme ? d’anneaux v : A — (End(FE), +,0).

Remarques :
1. A et {0} sont des A-modules & droite et & gauche.

2. Tout groupe abélien (E,+) a une unique (pour une loi + donnée) structure de Z-module.
Ainsi, il y a correspondance "bijective" entre groupes abéliens et Z-modules.

3. Un module sur un anneau & division est appelé espace vectoriel.

Définition 1.5.2 (Sous—module)
Soit E un A-module a gauche (resp. a droite).
Soit F C E.
Alors on dit que F' est un sous—module de E si :
(i) F#0;
(ii) Yo,y € ENA€ A, Ae+y € F (resp. xA+y € F).

7. "+" n’est en général pas I'addition sur A (que l'on note pourtant de la méme fagon) !
8. Ce qui est assez long ...

9. Ce qui signifie que (A x u) = ¥(u) o P(A).
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Remarques :
1. E et {0} sont des sous—modules de E.

2. Une intersection de sous—modules est un sous—module.

Définition 1.5.3 (Application linéaire)

Soient E et F deux A—modules.

Une application ¢ : E — F est dite A-linéaire si :
(i) @ est un morphisme de groupes de (E,+) dans (F,+) ;
(i) Vo € EVA € A, p(Ar) = Ap(z).

U On note Homy (E, F') ’'ensemble des applications A-linéaires de E dans F.

Proposition 1.5.1
Soient E et F' deux A—modules.
Alors :
(i) (Homu(E, F),+) est un groupe abélien ;
(i) (Homyp(E, F),+) est un A—module si A est commutatif

L] (Homa(E, F),+) n’est PAS en général un A-module!

Proposition 1.5.2

Soient E et F deux A—modules.
Soit f € Homy (E, F).

Alors :

(i) Ker(f) est un sous—module de E ;
(i) Im(f) est un sous—module de F ;
(iii) si F' est un sous—module de F, alors f=1(F’) est un sous—module de E ;

(iv) si E' est un sous—module de E, alors f(E') est un sous—module de F'.

Proposition 1.5.3 (Quotient de modules)

Soit E un A—module & gauche.

Soit F' un sous—module de E.

Alors il existe une unique structure de A—module sur le quotient E/F telle que la projection canon-
ique m : E — E/F soit A-linéaire.

Proposition 1.5.4 (Propriété universelle du module quotient)
Soient E et F deux A—modules.

Soit H un sous—module de E.

Soit o € Homy (E, F). On note 7 : E — E/H la projection canonique.
On a alors équivalence entre les propriétés suivantes :

(i) H C Ker(p)
(i1) g € Homp (E/H, F) tel que :

p=pom
L Résumons cet propriété par un nouveau diagramme commutatif ! :

4
E F

E/H

10. Avouez que cela vous manquait ...
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Reformulation de la proposition 1.5.4 :
Soit, :

¥ : Homp(E/H,F) — Homy(E, F)

pr=pom

Alors 1 induit un isomorphisme de groupes de Homy (E/H, F) sur le sous—groupe de Homy (E, F)
formé des morphismes nuls sur H.

Corollaire 1.5.4.1
Soient E et F' deux A—modules.
Soit ¢ € Homy (E, F).
Alors :
E/XKer(p) = Im(p)

[ On rappelle que le symbole "=" dénote un isomorphisme pour les structures concernées. Ici, on
parle donc d’isomorphisme A-linéaire.

Proposition 1.5.5 (Sous—modules d’un quotient)

Soient E un A—module.

Soit H un sous—module de E de projection canonique associée .

On a alors des bijections naturelles, réciprogue l'une de l'autre, entre ’ensemble U des sous modules
de E contenant H et l’ensemble V' des sous—modules de E/H. Ces bijections données par :

(FeV)= (F/H=r(F)eV) e (KeV)m (" (K)eU)

Corollaire 1.5.5.1

Soient E un A—module.

Soit H un sous—module de E et F' un sous—module de E contenant H.
Alors :

E/F=(E/H)/(F/H)

Proposition 1.5.6 (Sous—module engendré par une partie)

Soit E un A-module

Soit S C E.

Alors lintersection de tous les sous—modules de E contenant S est le plus petit sous—module de FE
contenant S. On appelle sous—module engendré par S.

1l est de plus égal a :
i=1

En particulier, le sous—module engendré par la réunion de deux parties est égal a leur somme.

n > 1, ()\1)1 c An, (Sz>z S Sn}

[] On notera cet ensemble (S)4, voire (S) si I'on a pas froid aux yeux.

Proposition 1.5.7 (Produit de modules)

Soit I un ensemble et soit (E;)icr une famille de A—modules & gauche.

Alors le produit (cartésien) E des E; est muni d’une structure de A—module & gauche via les
opérations suivantes :

(i) Ve,y € E, x +y := (x; + Yi)icr ;
(ZZ) Ve e E,VA €A Ao := ()\.mi)ie].

On a le méme résultat pour une famille de modules a droite.

U On rappelle que 'on a :

HEi={$:I—> UE

icl iel

Viel, x(i) € El}
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Proposition 1.5.8
Soit I un ensemble et soit (E;);cr une famille de A—modules a gauche.
Alors les projections p; et les applications u; définies ci—aprés sont A-linéaires pour j € I :

Dj HEZ%EJ Uj EJ%HEZ
el el
(Ti)ier = z; x = (8i,5-%)ier

On a le méme résultat pour une famille de modules a droite.

Définition 1.5.4 (Somme directe)
Soit I un ensemble et soit (E;)i;cr une famille de A—modules.
On appelle somme directe de (E;);c; l’ensemble :

@Ei = {(-Ti)iel € HEi

el iel

card({i € T'|z; #0}) < oo}

Proposition 1.5.9
Soit I un ensemble et soit (E;)i;cr une famille de A—modules.
Alors :

(i) D,c; Ei est un sous—module de [[,.; Ei ;
(i) D,cr Ei est le sous—module engendré par Ujer Im(uy) ;
(111) Si les E; sont tous égaux a un méme module E, alors :
H E;, = E!
iel
On a de plus que :
@Ei =ED .= {f:1— E| card (supp(f)) < oo}
iel
(iv) Sicard(I) < oo, alors :

PE=][E=FE

el iel

Exemple : Soit A un anneau. AY est alors I’ensemble des suites d’éléments de A, tandis que
AM) est ’ensemble des suites d’éléments de A nulles & partir d’un certain rang.

Proposition 1.5.10 (Propriété universelle du produit)

Soit I un ensemble et soit (E;)i;cr une famille de A—modules.

Soit F' un A—-module.

Soit (v;)icr une famille d’applications telle que Vi € I, v; € Homy (F, E;).
Alors :

Jlo € Hompy <F,HE¢> , Vi€l piop=y;
il
De fait, on a :
Vo € F, p(x) = (pi(®))ier

U Diagrammons ...

P



1.5. MODULES 21

Corollaire 1.5.10.1

Soit I un ensemble et soit (E;)i;cr une famille de A—modules.
Soit F' un A—module.

Alors :

Homy (FHE) = HHomA(F, E;)
el el

Et ce via lVisomorphisme de groupes ¢ — (p; © ©)icr.

U 11 nexiste pas de description simple de Hompy (Hiel FE;, F) si I est infini. Par exemple, Homg (RY, R)
contient des éléments non—descriptibles : en particulier, il existe une forme linéaire qui envoie chaque
suite de la forme (0,...,0,1,0...) sur 1.

Proposition 1.5.11

Soit I un ensemble et soit (E;)icr une famille de A-modules.

Soit F' un A—module.

Soit (¢;)icr une famille d’applications telle que Vi € I, ¢; € Homy (E;, F).
Alors :

3lp € Homy (@EF) . Vel pou; =
el

De plus, ¢ est alors donnée par :

V(wi)ier € P Ei ¢ ((@ier) =Y ¢ilw:)

iel il
Rappelons que cette somme est bien définie car la famille (x;);cr est presque nulle.

Corollaire 1.5.11.1

Soit I un ensemble et soit (E;);cr une famille de A—modules.
Soit F' un A—module.

Alors :

Homy (@ E;, F) =~ HHomA(Ei, F)
il iel

Et ce via lVisomorphisme de groupes ¢ — (p o u;)icr-

Proposition 1.5.12

Soit E un A—module.

Soient ' et G deuzx sous—modules de E.
On a alors équivalence entre les propriétés suivantes :

(i) ((z,y) e F®&G)— (x+y € E) est un isomorphisme ;
(1) GNG={0} et F+G=F;

(iii) la composée suivante est un isomorphisme :
G—ESE/F (1.3)

Ou "— " représente le morphisme d’inclusion.

Lorsque c’est le cas, on dit que F' et G sont supplémentaires, ou que E est somme directe de F' et

G.

Un n’y a pas nécessairement existence du supplémentaire. Par exemple, 2Z n’en posséde aucun
dans Z.

Corollaire 1.5.12.1

Soit E un A—module.

Soient F' et G deux sous—modules de E.

Alors si ' et G sont supplémentaires, il existe une "projection
une application pe : E — G vérifiant :

W syr G parallélement 6 F, i.e

11. A ne pas confondre avec les projecteurs, dont nous parlerons plus tard ...
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(i) Ker(pg) =F ;
(i1) pc|, = ida.

Cette application passe alors au quotient en une application de E/F dans G qui est lVinverse de
lisomorphisme (1.3).

[J Notons que de fait pg est A-linéaire car elle ’est sur deux supplémentaires.

Dans ce cadre, on peut définir une application composée s comme suit :

s: E/F=2G—FE
z+ F ' pe(2) = pa(z)

s est alors une section linéaire de m : E — E/F, i.e une application vérifiant :
ros=idg/;r ie VE€E/F, s(&) e

Au final, on obtient que ’ensemble des supplémentaires de F' dans E est équipotent & I’ensemble
des sections linéaires de la projection canonique.

] rapplication f : Z/2Z définie par f(0) = 0, f(I) = 1 est une section non Z-linéaire de la
projection canonique.

Définition 1.5.5 (Projecteur)
Soit E un A—module.
On appelle projecteur de E toute application p € Homy vérifiant :

pop=p

Dans le cas ot E est somme directe de deux sous—modules F et GG, ’endomorphisme gg suivant
est un projecteur :

g EXS G- FE

On obtient ainsi une bijection entre I’ensemble des décompositions de F en somme directe de
deux sous—modules et les projecteurs de F, via le mécanisme suivant, :

(F,GCE)—qc et pr— (Ker(p),Im(p))

1.6 Bases

[Dans tout ce paragraphe, on se donne un anneau (A, +, x)]

Définition 1.6.1 (Module libre standard, base canonique)
Soit I un ensemble.
Alors :

(i) AD) est appelé module libre standard de base I ;

(i) la famille (e;)icr == ((0ij)je1),c; €st appelée base canonique de A,

Exemple: Si/=N,ona:

Vn >0, e,=(0,0,...,0, 14 ,0,...)
—~
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Remarques :
1. Si A est non trivial, 'application i — e; est injective.
2. Six=(z;); € AD) alors :
x = Z i€

iel
Notons que cette somme est bien définie car finie.
Proposition 1.6.1 (Propriété universelle du module libre standard)
Soit E un A—module et soit I un ensemble.
Soit v = (v;)ier € EL.
Alors :
Ay, € Homy (A(I), E) , Viel, pye) =v;

Ce qui implique que pour tout (\;); € AL, on a :
o (N)i) =Y A
iel
De plus, :

Im(@g) = <vi |Z € I> et Ker(ﬁpg) = {()\1)1 S AD

Zmio}

el

Corollaire 1.6.1.1
Soit E un A-module et soit I un ensemble.
Alors :
Hom, (A(I ), E) ~ pl

Via lisomorphisme de groupes (et de A module si A est commutatif) f — (f(ei))i-

Définition 1.6.2 (Familles libre et génératrice, base, module libre)
Soit E un A-module & gauche'? et soit I un ensemble.
Soit v = (v;)icr € EY, d’application associée p, (via la proposition 1.6.1).
Alors :
(i) on dit que v est une famille A-libre dans E si l'une'® des conditions équivalentes suivantes
est vérifiée :
(a) @, est injective ;

(b) pour tout (\;); € AL, on a Uimplication :

(Z \v; = o) = (Viel, A\ =0)

iel
(i) on dit que v est une famille A—génératrice de E si l'une des conditions équivalentes suivantes
est vérifiée :
(a) @, est surjective;
(b) ((vi)i) = E.
(iii) on dit que v est une A—base de E si l'une des conditions équivalentes suivantes est vérifiée :
1. @, est bijective ;
2. v est libre et génératrice.

On dit que E est un A—module libre si il admet une base.

Remarques :
1. E est un module libre & E = A,

2. La base canonique ¢ est une base du module libre standard et ¢, : A — AU est Pappli-
cation identité.

3. Une famille est libre si et seulement chacune de ses sous—familles finies ’est.

4. Une famille libre est une base du sous—module qu’elle engendre (qui est donc libre).

12. Par soucis de concision, nous nous limiterons au cas des modules a gauche. C’est politique.
13. ...et si vous arrétiez de m’ennuyer avec ¢a, hein ?
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Exemples :
1. A est un A-module libre, de base (14).
2. () est libre, et (()) = {0}.
3. (X™), est une R-base de R[X] mais pas de R [[X]].
4. Dans le Z-module ZN, la famille des e,, := (0,0, ..., 0,\1//7 0,...), n >0 est libre mais n’est

n

pas une base. En effet, ((e,),) = ZM.

7,/27 n’est pas un Z-module libre car il ne contient aucune famille Z-libre non vide.

> o

. Q n’est pas un Z—module libre car tout famille Z-libre y a au plus un élément.

7. Tout {0}—module est libre, car toute famille d’éléments d’un tel module en forme une {0}—
base.

Proposition 1.6.2 (Partie libre, partie génératrice)
Soit E un A—module et soit I un ensemble.

Soit v = (v;)ier € BT

Alors :

(i) la propriété "v est génératrice” ne dépend que du sous—ensemble {v;|i € I} C E, ce qui n’est
pas le cas de la propriété " est libre". De fait, on dit que S C E est génératrice si la famille
{x|z € S} lest!?;

(ii) si S C E, on peut toujours l'indexer sans répétition, i.e la voir comme l'image d’une applica-
tion injective de I dans E. Si la famille ainsi construite est libre, on dit que S est une partie
libre de E, ce qui signifie que S est libre si et seulement si pour tout n € N, pour toute famille
$1...8n d’éléments deuzx & deuz distincts de S, pour tout (N\;); € A™ on a Uimplication :

(insi = 0> = (Viel, \; =0)

icl

Corollaire 1.6.2.1

Soit E un A—module et soit I un ensemble.
Soit v = (v;)iesr € BT

Alors :

vestlibre < A={0} ou{v;|i€ I} estune partie libre et i — v; est injective

Définition 1.6.3 (Partie libre maximale, génératrice minimale)
Soit E un A-module.

Soit S C E.

Alors :

(i) on dit que S est libre mazimale si :
(a) S est libre;
(b) Yz ¢ S, SU{x} n'est pas libre;
(i) on dit que S est génératrice minimale si :
(a) S est génératrice ;
(b) Yz € S, S\ {x} n'est pas génératrice.

Exemple :
1. Les familles (1) et (1,1) engendrent le méme espace mais seule (1) y est libre.
2. {2} est libre maximale dans le Z-module Z mais n’en forme pas une base.

3. {2,3} est génératrice minimale dans le Z-module Z mais n’en forme pas une base.

Lemme 1.6.1

Soit E un A—module.

Soient L une partie libre de E et X C E telles que L C X.
Alors Uensemble {L' C E libres| L C L' C X} est inductif.

14. Les notions de famille et de partie génératrice sont donc confondues : nous identifierons donc a ’avenir ces
deux types d’objets.



1.6. BASES 25

Lemme 1.6.2

Soit K un anneau 4 division.

Soit E un K-e.v (a gauche).

Soit L une partie libre de E et soit x € E.
Six ¢ (L) alors LU {x} est libre.

L] Ce résultat est faux sur un anneau quelconque. Prendre par exemple le Z—module Z, la famille
L={2}etxz=1.
DEMONSTRATION : Si il existe une famille A; ... A, de scalaires, A\ € K* et z1 ...z, € (L) tels que :

i=1
Alors € (x1...x,) C (L) ce qui est absurde. D’ou le résultat.

Théoréme 1.6.3 (Base incompléte)

Soit K un anneau a division.

Soit E un K—e.v.

Soient L une partie libre de E et G une partie génératrice de E telles que L C G.
Alors il existe une base B de E telle que :

LCcBCd

DEMONSTRATION : D’aprés le lemme de Zorn (lemme 1.4.1) et le lemme 1.6.1, il existe une partie
libre maximale B contenant L et inclue dans G. Il ne nous reste plus qu’a démontrer que (B) = G.

Soit z € G. Alors, si x € B, z € (B). Sinon, B ¢ BU{z} C G. Or BU {x} est non libre car B
est maximale, donc le lemme 1.6.2 entraine que z € (B). D’ou le résultat.

Corollaire 1.6.3.1
Soit K un anneau a division.
Alors tout K—e.v admet une base.

DEMONSTRATION : Prendre L = () et G = E dans le théoréme 1.6.3.

Corollaire 1.6.3.2
Tout A—module admet une partie libre mazimale.

Corollaire 1.6.3.3
Sur un anneaw 4 division, toute partie libre maximale est une base.

Proposition 1.6.4

Soient E, F deux A—modules.

Soit ¢ € Homy (E, F) une application surjective.

Alors si F' est un module libre, p admet une section (i.e un inverse o droite) A-linéaire, i.e :

ds € Homy (F, E), pos=1idp

DEMONSTRATION : Soit (e;);c; une base de F. Comme ¢ est surjective, ’axiome du choix entraine
qu’il existe une famille (v;); € ET telle que Vi € I, p(v;) = e;.

D’aprés la proposition 1.6.1, il existe s € Homy (F, E) telle que Vi € I, s(e;) = v;, ce qui signifie
que @ o s et idp coincident sur une famille génératrice donc sont égales.

Corollaire 1.6.4.1

Soit E un A-module.

Soit H un sous—-module de E.

Si E/H est libre, alors H a un supplémentaire dans E et donc :

E~H&E/H

Corollaire 1.6.4.2
Soit K un anneau a division. Alors :

(i) tout s—e.v d’un K—e.v admet un supplémentaire ;
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(i) tout application K-linéaire surjective admet une section ;

(iii) tout application K-linéaire injective admet une rétraction (i.e un inverse 4 gauche) ;

U Gaffe aux hypotheses !? !
1. La projection canonique Z — Z/27Z est surjective mais n’a pas de section Z-linéaire.
2. 27 — Z est Z-linéaire injective mais n’a pas de rétraction.
3. 2Z n’a pas de supplémentaire dans Z donc Z n’est pas isomorphe & 2Z @ Z/27.
[J Notons les deux choses suivantes (A est ici supposé non trivial) :
1. Si un A-module admet une base infinie, toutes ses bases le sont.

2. 1l existe un anneau A (non commutatif) tel que le A-module A admette une base a deux
éléments, en plus de sa base usuelle (& un élément!) (14) ... Ce qui signifie que :

A2 A®A (en tant que A—module)

Ce qui entraine que :
Vn>1, AXZA"

Proposition 1.6.5

Soit K un anneau a division.

Soit E un K—e.v.

Soit (e1...ep) une famille libre (finie) dans E.
Soit (v1...v,) une famille génératrice (finie) de E.
Alors :

p=n

DEMONSTRATION : Démontrons par récurrence sur p > 0, & n > 0 fixé que :
Vp >0, VE K-e.v, ¥(ey ... e,) famille libre dans E, V(v ... v, ) famille génératrice de E, p > n

— Si p =0, le résultat est trivial.
— Supposons la propriété validée au rang p — 1 (p > 0). Soient E un K—e.v, (e1...€,) une
famille libre (finie) dans E et (vq ...v,) une famille génératrice (finie) de E. Alors :

F:=(e1...ep_1) & Ecare, ¢ F

De facto, I'un des vj;, par exemple v,, n’est pas dans F. Donc, d’aprés le lemme 1.6.2, la
famille (eq,...,ep—1,vy,) est libre. Par conséquent, la famille (e7,...,€,-1) est libre dans le
quotient E/{(v,) et (v1,...,T,) y est génératrice, donc c’est également le cas de la famille
(v1,...,0p—1) car 7, = 0. Si on applique 'hypothése de récurrence aux familles (et,...,e,—1)
et (v1,...,Un_1) dans l'espace E/(v,), on obtient que p—1 < n—1 donc p < n. Ce qui termine
la preuve.

Corollaire 1.6.5.1 (Dimension d’un espace vectoriel)
Si un espace vectoriel E admet une base finie, toutes ses bases ont le méme cardinal, appelé
dimension de E et notée dim(F).

Corollaire 1.6.5.2
Soit K un anneau a division.
Soient m,n € N. Alors :

K*">2K'"&m=n

Corollaire 1.6.5.3 (Rang d’un module libre)

Soit A un anneau commutatif non trivial.

Soit E un A—-module libre.

Alors toutes les bases de E ont méme cardinal, appelé rang de E et noté rg(E).

15. Si vous me passez ’expression.
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DEMONSTRATION : Si A est un corps, on montre que :
(A(I) = A(J)) = (card(I) = card(J))

Sinon, on se donne un idéal maximal M de A (P’existence nous en est donnée par la proposition
1.4.1). On pose K = A/M, qui forme alors un corps. Si on pose ME = {mz|m € M,z € E},
on peut montrer que F/ME est un espace vectoriel sur K (en fait, si M est un idéal quelconque,
E/ME est un A/M-module).

De plus, AU /MAD) = KT pour tout ensemble I via (\;); — (\i.M); et la proposition 1.5.4.
En conclusion, comme si A() = AM) alors A /MAD = AU /MAY) on a que KY) =2 KU ce
qui implique card(I) = card(J). D’ou le résultat.

1.7 Algébre linéaire dans les modules libres de rang fini

[Dans tout ce paragraphe, A désigne un anneau commutatif non trivial.]

Soient F, F deux A-modules libres de rangs (finis) respectifs n et p et de bases respectives B
et 32.
Si u € Homa (E, F'), on définit sa matrice matg, g,(u) € Mp.,(A) comme dans le cas d’un corps.
On obtient alors un isomorphisme de A—modules :

Homy (B, F) — My (A)

u — matg, g,(u)
Ce qui implique que Homy (E, F') est un A-module '® libre de rang p x n. En particulier :
EndA(E) &= Mn(A)

La plupart des us et coutumes de I’algébre linéaire "classique" restent valable dans ce cadre.
— La composition des applications linéaires correspond au produit matriciel. On a méme un
isomorphisme de groupes :
(Autp, o) = (Gl,(A), x)

— Changement de base. Si B et B’ sont deux bases de F, on appelle matrice de passage de B a
B’ la matrice :
Pg_p = matglﬁg(idEﬂ € GL,(A)

De plus, si u € Homy (E, F') et que By, B} (resp. Bz, B}) sont deux bases de E (resp. F) et si
on pose M = matg, 5,(u) et M’ =matp; 5, (u) on a:

M' = (P31—>B;)_1 MPg, .5,

— [J La notion de rang d’une application linéaire n’a aucun sens dans ce cadre : Im(u) n’est
pas a priori un sous—module libre de F'!
— Déterminant. Si U = (u; ;);; € GL,(A), on définit le déterminant de U via la formule :

det(U) = €(0) [T i

cEG,

On peut aussi le faire par récurrence et développements selon la premiére ligne, mais ce n’est
pas trés drole!”. Ou on peut définir det comme la seule forme n-linéaire (en les colonnes)
alternée vérifiant det(I,,) = 1, ce qui est assez sympathique. On montre que le déterminant
est invariant par changement de base, ce qui permet de définir le déterminant d’un endomor-
phisme.

— Soient U,V € M, (A). Alors :

(i) det(U) = det(*U);
(ii) U est inversible < det(U) € A* < U est inversible a gauche < U est inversible & droite ;

16. Rappelons que ceci est faux en général si A n’est pas commutatif.
17. Sauf si, bien sur, vous étes informaticien.
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(iii) det(UV) = det(U)det(V), ce qui entraine que si U € G¥,,(A), det(U~!) = det(U)~!;
(iv) UtCom(U) =t Com(U)U = det(U)1,.
— On généralise également les formules classiques de 1’algébre linéaire, telles celles de Cramer.

Proposition 1.7.1
Soit E un A—module libre de rang fini.
Soit u € Enda(E). Alors on a équivalence entre les propriétés suivantes :

(i) u € Auty(E);

(ii) det(u) € A*;
(iii) u est inversible a gauche dans Endy(F) ;
(iv) u est inversible & droite dans End,(E) ;
(v) u est surjectif.

] L’injectivité de u n’est pas suffisante ici! Par exemple, u : = — 2z est un endomorphisme
Z-linéaire injectif du Z-module Z mais det(u) =2 ¢ Z* = {-1,1} ...

Proposition 1.7.2
Soit E un A—module libre de rang fini.
Soit u € Enda (F). Alors on a équivalence entre les propriétés suivantes :

(i) u est injectif ;
(ii) det(u) est régulier dans A.
Proposition 1.7.3 (Polynémes en un endomorphisme)
Soit E un A—module.
Soit u € Endy(E).
Soit P =0 a,T" € A[T).
Alors on a que :
d
P(u) := Z aiu’ € Endy(E)
i=0
Ot u' = uo...ou, avec la convention que u® = idg. On définit de méme un polyndome en une
—_—

ifois
matrice.

[] Attention :

P(U)ZaoidE-i---.-i-adudet non ag + .. . + agu?

U Pour u e Endy, 'application suivante est un morphisme d’anneaux :
A[T] — Endy (FE)
P P(u)

Proposition 1.7.4 (Changement d’anneau)
Soit B un autre anneau commutatif non trivial.
Soit p : A — B un morphisme d’anneauz.

Pour U = (u;)i,; € Mn(A), on définit la matrice :

U? = ((P(Ui,j))i7j € MH(B)
Alors :

U~ U? est un morphisme d’anneauz.
De méme :

A[T] — BT
P = Z a;T" — PY¥ = Z o(a;)T*  est un morphisme d’anneauz.
i=0 i=0
On a de plus que, si (P,U) € A[T] x M,(A) :

(i) det(U#) = p(det(D)) ;
(ii) (P(V))? = P#(U?).
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Exercice : Expliciter les U¥ et P¥ lorsque :
1. p=7Z —Q;
2. ¢ est la projection canonique Z — Z/27;
3. v est la conjugaison complexe.
Définition 1.7.1 (Polynéme caractéristique)
Soit U € M, (A).
On appelle polynome caractéristique de U le polynome :
Py :=det(U —-TI,) € A[T]
———
€M, (A[T])
Théoréme 1.7.5 (Cayley—Hamilton)
Soit U € M, (A).

Alors :
Py (U) = 0, (a)

DEMONSTRATION :

— On admet le résultat si A est un corps (se reporter & un cours d’algébre linéaire

29

18)-

— Si A est intégre, A s’injecte via un morphisme ¢ dans son corps des fractions K. Alors :

(Pu(U))* = Pue( U2 ) =0
eM,, (K)

Donc Py (U) = 0 par injectivité de de .

— Si A est un anneau quelconque, appelons u; ; les coefficients de U, donnons nous n? indéter-
minées (V; j)1<i j<n €t posons R = Z[(V; ;)i ;]|. Posons enfin V = (V; ;); ; € Mp(R). On a

de facto un morphisme d’anneaux, appelé morphisme d’évaluation :
w:R—A
Vijrr uij

x €L x.ly

Par construction, on a alors que :
U=Vv?

Donc :
Py(U) = Py (V?) = (Py(V))? =0car R est intégre.

18. Voire d’algébre linéaire numérique ...
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Chapitre 2

Anneaux principaux et euclidiens

[Dans tout ce chapitre et sauf mention du contraire, les anneaux seront supposés commutatifs ]

2.1 Divisibilité

(Dans tout ce paragraphe, A désigne un anneau intégre.]

Définition 2.1.1 (Divisibilité)
Soient a,b € A.
Alors on dit que a divise b dans A si (définitions équivalentes) :

(i) Ic€ A, b=ac;
(ii) (b) C (a).
U] On note alors alb. Pour a € A, on pose :
Diva(a) = {b € A|bla}

Définition 2.1.2 (Eléments associés)

Soient a,b € A.

Alors a et b sont dits associés dans A si (définitions équivalentes) :
(i) alb et bla;
(ii) 3c € AX, b= ac (et donc a fortiori a = bc™);

(iii) (a) = (b).

[ La relation d’association est une relation d’équivalence que nous noterons désormais "~",
comme dans "relation d’équivalence".

En outre, A/ ~ s’identifie & ’ensemble des idéaux principaux de A via@ +— (a). La multiplication
dans A/ ~ g’identifie au produit d’idéaux défini de la fagon suivante : si I et J sont deux idéaux

de A, on pose
i=1

Définition 2.1.3 (Plus grand commun diviseur)

Soient I un ensemble et (a;); € AL.

Soit c € A.

Alors on dit que ¢ est un plus grand commun diviseur (pged) de (a;); si (définitions équivalentes) :

(i)

n > 1, (at)z S In, (bz)Z c Jn}

Divy(c) = ﬂ Diva(a;)
iel

(i) (c) est le plus petit idéal principal contenant tous les a; ;

(iii) (c) est le plus petit idéal principal contenant 'idéal ). (a;).

31
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Définition 2.1.4 (Plus petit commun multiple)

Soient I un ensemble et (a;); € AL,

Soit ¢ € A.

Alors on dit que c est un plus petit commun multiple (ppem) de (a;); si (définitions équivalentes) :

(i) Uensemble des multiples de c est égal a l'intersection des ensembles des multiples des a; ;
(ii)
(¢) = (@)

icl

U On na pas nécessairement existence d’un pged (resp. ppem). De plus, si "le" pged (resp.
ppcm) existe, il est unique & association prés. Malgré tout, on notera souvent (par abus)
"d = pged(a, b)" (resp. "d = ppem(a, b)").

Exemple : Dans Z, 1 = pged(2,3) et —1 = pged(2, 3) sans que 'on ait 1 = —1!

Proposition 2.1.1
Soient a,b € A.
Alors :

(i) a et b ont un ppem < lidéal (a) N (b) est principal ;
(i) a et b ont un pged < il existe un plus petit principal contenant (a,b) ;
(iii) Si (a,b) est principal, alors a et b ont un pgcd. La réciproque est fausse ;

(iv) (a,b) est principal < a et b ont un pged d et Ju,v € A, d = ua + vb.

Exemples :
1. Dans R[X,Y], X et Y ont 1 pour pged mais (X, Y) n’est pas principal car AU,V € R[X, Y], UX+VY = 1.

2. Dans Z[X], 1 = pged(X,2) mais (2,X) n’est pas principal car sinon il contiendrait 1 et
donc "anneau tout entier, alors qu’il est en fait égal & ’ensemble des polyndmes & coefficient
constant pair.

Définition 2.1.5 (Eléments premiers entre eux, étrangers)
Soient a,b € A.
Alors :

(i) a etb sont dits premiers entre euz si 1 est un pged de a et b, i.e si tout diviseur commum de
a et b est inversible ;

(ii) a et b sont dits étrangers si (a,b) = A, i.e si Ju,v € A, ua+vb=1;

Proposition 2.1.2
Deux éléments étrangers sont premiers entre eut.

U La réciproque et fausse : s’intéresser au cas de 2 et X dans Z[X].

Définition 2.1.6 (Elément irréductible)
Soit p € A.
Alors p est dit irréductible si :

(i) p#0;
(i) p ¢ A

(iii) les seuls (G association prés) diviseurs de p sont 1 et p.

Remarquue Si p est irréductible et a € A alors soit p|a et alors pged(a,p) = 1, soit p 1 a et donc
a et p sont premiers entre eux.

Exemples :
1. Les irréductibles de Z sont les nombres premiers (positifs et négatifs).
2. 2 et X sont irréductibles dans Z[X].
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2.2 Généralités sur les anneaux principaux et euclidiens

Définition 2.2.1 (Anneau principal)
Un anneau A est dit principal si :

(i) A est intégre ;
(ii) tout idéal de A est principal.

Exemples :

1. Un corps est un anneau principal.

2. Z est principal.

3. Si K est un corps, K[X] est principal. La réciproque est vraie (nous en parlerons un peu plus
loin).

4. L’anneau A[X,Y] n’est jamais principal, quelle que soit la nature/religion/orientation poli-
tique/boisson préfére de A. En effet, I'idéal (X,Y) ne sera jamais principal. Méme si on
insiste.

5. Z[X] n’est pas principal, et c’est encore la faute de (2, X).

Proposition 2.2.1
Dans un anneaw principal A, toute famille (a;); admet un pged et un ppem. De plus :

(i) tout générateur de l'idéal N;(a;) est un ppem de (a;); ;
(ii) tout générateur de l’idéal ((a;);) est un pged de (a;);.
Corollaire 2.2.1.1 (Identité de Bézout)
Soit A un anneau principal.
Soient a,b € A et soit d = pged(a,b).

Alors :
Ju,v € A, d =wua+ bv

Corollaire 2.2.1.2
Dans un anneau principal, deux éléments premiers entre eux sont étrangers.

Définition 2.2.2 (Jauge euclidienne)
Soit A un anneau intégre.
Une jauge euclidienne (ou stathme euclidien) sur A est une application § : A — N telle que :

(i) Croissance. Si a|b avec (a,b) € A x A*, alors §(a) < §(b).

(i) Division euclidienne. Si (a,b) € A x A*, alors :
Ir,qge A, a=bg+r, §(r) <i(q)

[J Si un anneau A admet une jauge, il est dit euclidien.

Remarques :

1. Si A est euclidien, il admet un élément de jauge minimale, qui est nécessairement 0 (par
propriété de division euclidienne).

2. Siil existe n : A — N vérifiant la propriété de division euclidienne, alors A est euclidien via
la jauge :

d:ar— mi
a — min n(z)
Exemples :
1. Z est euclidien, via la jauge |.|.

2. Si K est un corps, ’anneau K[X] est euclidien via la jauge :

deg(P)+1 siP#0
0 siP=0

3. L’anneau Z[i] des entiers de Gauss est euclidien, de jauge § : z — |2|%.

5:Pb—>{
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Proposition 2.2.2
Tout anneau euclidien est principal.

[l Plus précisément, si Z est un idéal d’'un anneau euclidien A, alors Z = {0} ou bien Z = (a),
avec « de jauge minimal dans A*.

Algorithme 2.2.1 (Euclide étendu)

Soit A un anneau euclidien de jauge §.

Soient a,b € A.

On souhaite calculer (u,v) € A? tels que ua + vb = pged(a, b).

- Sib=0, pged(a,b) = a et donc on renvoie (u,v) = (1,0).
— Sinon, par division euclidienne, on peut écrire :

a=bqg+r 6(r) <do(b)

On en déduit que les idéauz (a,b) et (b,r) sont égauzx et donc que d := pged(a, b) = pged(b, r).
Plus précisément, si on a trouwvé (s,t) tels que d = sb+ tr, alors :

d=sb+tla—0bq) =ta+ (s—tq)b
Et donc on renvoie (u,v) = (t,s — tq).

Proposition 2.2.3 (Lemme Chinois)
Soit A un anneau (commutatif).
Soient I, J deux idéaux étrangers de A, i.e tels que :

I+J=A

Alors :
(i) INJ=1.J;

(i) on a un isomorphisme d’anneaux :

A/I.J — (A/I) x (A/)J)
zmod I.J — (zmod I, zmod J)

DEMONSTRATION : I et J sont étrangers donc il existe («, 8) € I x J tels que :
l=a+p

L’inclusion I.J C I N.J découlant immédiatement de la structure d’idéal de I et .J, il nous reste &
montrer que INJ C I.J.Or,sizelINJ,ona:

r=1x= ax + z8 €1.J
el erJg

D’ou le point (i).
Posons & présent :

w: A= (A/I)x (A/J)
x +— (zmod I, zmod J)

L’application ¢ est un morphisme d’anneaux par définition de la loi quotient. De plus :
Ker(p)=INnJ=1.J

Ce qui implique que :
A/I.J = Tm(p)

Or, comme p(a) = (0,1) et p(8) = (1,0), on a que :
V(m,y) € (A/I) X (A/J)a (P(.Tﬁ +ya) = (xay)

Donc ¢ est surjective, d’ou le résultat.
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Corollaire 2.2.3.1
Soit A un anneau principal.
Soient a,b € A premiers entre eux.

Alors :
A/(a;b) = (A/(a)) x (A/ (D))
Via lisomorphisme d’anneaux x mod ab — (x mod a,x modb).

Proposition 2.2.4
Soit A un anneau principal.
Soit p € A*.
On a alors équivalence entre les propriétés suivantes :
(i) p est irréductible ;
(ii) (p) est premier (on dit que p est un élément premier de A ;

(iii) (p) est mazimal.

DEMONSTRATION :
(iii) = (ii) Trivial.
(#4) = () Vrai dans tout anneau intégre.

(i) = (i%i) Remarquons que (p) & A car p ¢ A*. Soit Z un idéal contenant (p). Comme Z est principal,
Ja € A, Z = (). Comme p € Z, a|p donc soit « € A* et donc Z = A, soit a ~ p et alors
Z = (p). Donc (p) est maximal, ce qui conclut la preuve.

Remarques :

1. Les idéaux premiers de A sont donc (0) et les (p), avec p irréductible, ces derniers étant
maximaux.

2. (0) n’est maximal que si A est un corps.

3. En général, un élément irréductible n’est pas premier.

Corollaire 2.2.4.1

Soit A un anneau principal.

Soit p € A* un élément irréductible.

AlorsVz,y € A, si p|lry on a nécessairement p|lx ou ply.

Proposition 2.2.5 (Un anneau principal est factoriel)
Soit A un anneau principal.

Soit z € A*.

Alors :

(1) il existe e € A*, n € N et une famille d’irréductibles p1,...p, tels que :

n
zZ = Ele
i=1

(ii) cette décomposition est unique au sens suivant : si on peut écrire deux décompositions p; ... py,
et nq1 ... qm de z, alors m = n et (quitte 6 réordonner) V1 < i < n,p; ~ q;.

Un anneau vérifiant (i) et (i) est dit factoriel.

DEMONSTRATION :

(i) Supposons z "non décomposable". Alors z ne peut étre ni inversible ni irréductible, et donc
Jz1, 29 ¢ AX tels que z = 2122 et dont I'un des deux au moins est "non décomposable". En
itérant ce procédé via ’axiome du choix on obtient une suite (zy, ), telle que Vn > 0, z,, 41|25 et
Zn+1 7 zn (avec zg = z), ce qui engendre une suite strictement croissante d’idéaux I, := (zy,).

Or, si on pose :
J= I

n>0

J est un idéal donc Ja € A, J = («) (par principalité), ce qui implique existence d’un n tel
que a € I,,, d’ou :
(o) C I, G Iny1 CJ = ()

Ce qui est impossible.
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(#4) Quitte & simplifier, supposons que 1 = 1. Si 'on suppose que Vi, j, p; # g;, alors si n > 0 on

a:
m

p1 HQj
Jj=1

Et donc, d’aprés le corollaire 2.2.4.1, p; divise I'un des g;, ce qui est impossible. Donc
n=m =0 et e =1. D’on le résultat.

Remarques :

1. On peut démontrer que si A est factoriel, alors A[X] ’est également, et donc tous les
A[X;,..., X,] seront factoriels. Cependant, A[X] n’est principal que si A est un corps.

2. On déduit de la proposition 2.2.5 que si A est principal mais n’est pas un corps, il contient
au moins un irréductible.

3. Si A est euclidien, on peut démontrer (i) sans avoir recours & ’axiome du choix, via un
récurrence sur la jauge.

Définition 2.2.3 (Systéme représentatif des irréductibles d’un anneau principal)

Soit A un anneau principal.

Soit P l’ensemble des idéaux premiers de A.

On appelle systéme représentatif des irréductibles de A tout ensemble ¥ C A composé exclusivement
de générateurs d’éléments de P vérifiant que pour tout T € P, ¥ ne contienne qu’un et un seul
générateur de L.

Exemples :
1. Un systéme représentatif des irréductibles de Z est ’ensemble des nombres premiers positifs.

2. Si K est un corps, un systéme représentatif des irréductibles de K[X] est ’ensemble des
polynomes irréductibles unitaires.

Proposition 2.2.6

Soit A un anneau principal.

Soit X un systéme représentatif des irréductibles de A.

Alors tout élément z # 0 s’écrit de fagon unique sous la forme :

2= E(Z) Zpep(z)

peEX
Avec e(z) € A et les e, (z) € N presque tous nuls.

Corollaire 2.2.6.1
Soit A un anneau principal.
Soit X un systéme représentatif des irréductibles de A.
Alors Vz,2 € A*, on a :
2|z & Vp e X, ep(z) <ep(2)

Corollaire 2.2.6.2
Soit A un anneau principal.
Soit 3 un systéeme représentatif des irréductibles de A.
Soient a,b € A*.
Alors :

(i) Vp € X, ep(pged(a, b)) = min(ey(a), ep(b)) ;

(ii) ¥p € £, ep(ppem(a, b)) = max(ey(a), ep(d)) ;
Corollaire 2.2.6.3
Soit A un anneau principal.
Soit 3 un systéeme représentatif des irréductibles de A.

Soit K le corps des fractions de A.
Alors tout élément z € K* s’écrit de fagon unique sous la forme :

z=¢(2) Zpep(Z)
peEY

Avec e(z) € A* et les e, (2) € Z presque tous nuls.
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U En particulier, on a un isomorphisme de groupes :
K* = A% x Z®

Via z — (e(2), (ep(2))pesx.

2.3 Opérations élémentaires sur les matrices

(Dans tout ce paragraphe, A désigne un anneau (commutatif).]

Définition 2.3.1 (Groupe spécial linéaire)
Soit n > 0. On appelle groupe spécial linéaire d’ordre n le sous groupe S¢,(A) de GL,(A) égal au
noyau de Uapplication det : GL,(A) — A*.

U Plus explicitement, on a :
Sl (A) ={M € Gl,,(A) | det(M) = 15}
Fixons nous a présent deux entiers n et p.

Définition 2.3.2 (Matrices élémentaires)
Pour1<1i,5 <n, on pose :
€ij = (0ik0j1)k1 € Mn(A)

La famille (e;);; forme alors une A-base de M, (A). De plus, si i # j et a € A, on définit la
(i,7)—iéme matrice élémentaire d’ordre n en a par :

Eij(a) = In + ae;
On note E,(A) le sous—groupe de SC,(A) engendré par ces matrices.

Proposition 2.3.1
Soient 1 <i#j<mneta,becA.
Alors :

(i) Eij(a)E;;(b) = E;j(a+D);
(ii) E; ;(0) =I,.
Ainsi, E; ; : x — E; j(x) est un morphisme de groupes de (A,+) dans (S€,(A), x).

Proposition 2.3.2 (Opérations élémentaires)

Soit M € M,, ,(4).
(i) Multiplier M & droite par la (i,j)—iéme matrice élémentaire d’ordre p en a € A revient
effectuer lopération C; < C; + aC;.
(i) Multiplier M & gauche par la (i,j)—iéme matrice élémentaire d’ordre n en a € A revient
effectuer lopération L; < L; + aL;.

Définition 2.3.3 (Equivalences matricielles)

Soient M, N € M, (A).
(i) on dit que M et N sont (G-)équivalentes, ce que l’on note MEN si:

3P € G, (A),Q € Gly(A), N =PMQ

(i) on dit que M et N sont S—équivalentes, ce que l’on note MEN si:

AP € S0,(A),Q € St,(A), N =PMQ

(#5i) on dit que M et N sont E—équivalentes, ce que l’on note MEN si:

3P € E,(A),Q € E,(A), N=PMQ

[0 MEN < N sobtient a partir de M via les opérations élémentaires de la proposition 2.3.2.
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Interprétation en termes d’actions de groupes :  Le groupe G/,,(A) x G¢,(A) agit & gauche
sur M, ,(A) via :

(P,Q).M := PMQ™*

Les orbites pour cette action de groupes correspondent aux classes d’équivalences pour la relation
G C . S E
~ . On peut similairement décrire les classes modulo ~ et ~.

Proposition 2.3.3 (Forme normale de Smith)
Soit A un anneau principal.

Soit M € M,, ,(4).

Alors il existe dq,...,d, € A* tels que :

(Z) V1 S 7 S T — 1, di|di+1 N

(ii)

d 0 0
0 do (0)
Midiagmp(dl,...,dr) =1: . .0
0 0 d,
(0)
(0)
De plus, si A est euclidien, on a méme MEdiagnﬁp(dl, ey dy).

(i4) Unicité. Si diag, ,(d1,...,d,) et diag, ,(c1,...,cs) vérifient la condition (i) et sont équiva-
lentes, alors :
-r=s;
*Vlf’iﬁ?‘, diNCi.
Autrement dit, la suite (d1) D (d2) D ... D (dr) ne dépend que de M.

La matrice diagn,p(dl, ...,dy) est appelée forme normale de Smith de la matrice M.

DEMONSTRATION :

— "Taille” d’un élément. Soit a € A*. On définit la "taille" w(a) de a comme étant le nombre de
facteurs irréductibles de a si A n’est pas euclidien, et on pose w(a) = d(a) si A est euclidien
de jauge 0.

Si M= (mi,j)m S Mn7p(A), on pose :

p(M) = min{w(m;;) |1 <i<n, 1<j<p, m;#0}

— Procédures de transformation des matrices.

1. Soient a,b € A. Alors :

(@ B)X(a a+b) Cy ¢ C1 + Oy
X(-b a+b) Cy « Cy — Gy
E(—b a) CL+ C1+0Cy

Il nous est donc possible d’échanger (au signe prés) deux colonnes d’une matrice. On
procéde de méme pour les lignes. Ainsi, tout coefficient de M peut étre placé (au signe

prés) en position (1, 1) sans changer la classe modulo X de M ni w(M).
2. Soient a,b € A. Alors :

(a ba)~(a 0) Cy  Cy — qCy

Ainsi, si un coefficient de M divise un de ses camarades de la méme ligne, on peut
remplacer ce dernier par 0 en ne modifiant que les éléments de sa colonne.

3. Soient a,b € A tels que b a et ab # 0.
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— Cas non euclidien. On pose d = pgcd(a,b) =: ua + vb et a =: da’, b =: db’. Alors
ua' +ovb' =1et abl =ba’ = %b d’ou :

u =
@y =@
———
€503(A)

Donc (a b) R (d 0). De plus, comme d|a et d % a, on a w(d) < w(a).
— Cas euclidien. Par division euclidienne, 3¢, € A, b = ag+ r avec §(r) < §(a). Ainsi :

@op ¥)-tn

=FE1,2(—q)

Donc (a b)E (@ r)avec w(r) < w(a).
— Euxistence de la forme normale de Smith. On le fait par récurrence sur max(n,p).
— Si max(n,p) < 1, la propriété est triviale.
— Si on suppose la propriété valide pour toutes les matrices de M,/ (A), avec max(n’, p’) < max(n, p),
alors on démontre par récurrence sur p(M) qu’il existe une matrice N telle que N soit une

matrice de Smith ou vérifie u(N) < p(M) satisfaisant a la condition MAN (M XN dans

le cas euclidien). On applique a cet effet ’algorithme suivant :

— On part de M = (m;;)i; € Mpp(A)*. Quitte & appliquer la procédure 1, on peut
supposer que mq 1 # 0 et que w(m 1) = pu(M).

— Cas 1 : il existe £ > 1 tel que my 11 m1 ¢ oumy1{me1. Alors via la procédure 3, M est
E ou S—équivalente & une matrice N vérifiant u(N) < p(M), d’ou le résultat.

— Cas 2 : my divise sa ligne et sa colonne. On applique alors la procédure 2 a tous les
mi1,e, ce qui nous permet de remplacer la premiére ligne de M par (m;, 0 ... 0)
sans modifier sa premiére colonne. En appliquant la méme procédure aux colonnes de
M on obtient une matrice de la forme :

mi1 0 ... 0
0

: M1
0

Par hypothese de récurrence, on a alors My = P1D1Q avec (Py, Q1) € S€,—1(A)xSC,_1(A)
ou Ey—1(A)xEp_1(A) et D; une matrice de Smith diag,,_; ,_1(dz,...,d,). D’ou M = PDQ,

avec :
1 0 0 1 0 0
0 0
P = . s Q: . etD:diagmp(ml,l,dg,...,dr)
: Py : Q1
0 0

Si my,1|d2, D est une matrice de Smith et on a (enfin!) fini. Sinon, on remarque que :

mi 1 0 E mina d2
( 0 d2) ( 0 d2) Ll — Ll + L2
On peut alors appliquer la procédure 3 & cette matrice car mq 1 t da, ce qui termine
I’algorithme.
— Unicité. Soit r € N. On appelle I,.(M) I'idéal de A engendré par les mineurs d’ordre r de M

(i.e par les déterminants des sous—matrices de taille r x r de M). On peut alors démontrer
que :

1. I, (M) C I(M);
2. 8i N € M, 4(A), alors I,(MN) C I,(M).I,(N) C I (M) N I,(N);
3. 51 (P,Q) € G,,(A) x GLy(A), alors I.(PMQ) = I,(M);
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4. Si D = diag,, ,(d1,...d,) est une matrice de Smith, alors I,(D) = (dl...d,)A sir <n
et I,(D) =0sir > n.

On en déduit que V¢ < min(r,s), dy...dtA = ¢;...ctA donc dy...dy ~ ¢1...¢: et donc
Vi<i<t,d;~cietr=s.

Proposition 2.3.4

Soir A un anneau principal.

Soient E et F deux A—modules libres de rangs (finis) respectifs p et n.

Soit w € Homy (E, F).

Alors il existe une base B de E et une base B’ de F telles que matg g (u) soit une matrice de Smith,
i.e telles que matp 5 (u) = diag,, ,(d1,...d,) avec les idéauz (d1) O ... D (d.) ne dépendanr que
de u.

De plus :

(i) u est injective < r=p;
(i) u est surjective < r =n et V1 <i <n, d; € AX.

2.4 Modules de type fini

[Dans tout ce paragraphe, A désigne un anneau (commutatif) ]

Définition 2.4.1 (Module de type fini)
Un A—module est dit de type fini s’il admet une partie génératrice finie.

Remarques :
1. Tout quotient d’un module de type fini est de type fini.

2. Sur un corps K, les notions de module de type fini et d’espace vectoriel de dimension finie
coincident.

3. [ Les sous-modules d’un module de type fini ne sont pas nécessairement de type fini.

Proposition 2.4.1
Soient M et N deuz A—modules.
Alors :

(i) M et N sont de type fini <& M x N est de type fini;
(i) M est de type fini < il existe n € N tel que M soit isomorphe a un quotient de A™ ;

(iii) Si N est un sous—module de M tel que N et M/N soient de type fini, alors M est de type
fini.

Proposition 2.4.2

Soit A un anneau principal.

Soit E un A—module libre de rang fini n.

Alors tout sous—module de E est libre de rang inférieur ou égal & n (et donc fini).

DEMONSTRATION : On peut supposer sans perdre de généralité que E = A™. On démontre ensuite
la proposition par récurrence sur n.
— Si n =0, le résultat est trivial.
— Sin =1, un sous—A-module de A (i.e un idéal de cet anneau) est soit trivial (donc de rang
0), soit engendré par un élément de A* et donc isomorphe & A donc de rang 1.
— Si on suppose la propriété vraie au rang n — 1 > 0 et que 'on se donne un sous—module
F de A™, alors on peut définir une application p € Homy (F, A) via (z;); — zp. Im(p) est
alors un sous—module de A donc libre de rang inférieur ou égal & 1. De méme, Ker(p) est un
sous—module de A"~! x {0} =2 A"~ ! donc est libre de rang inférieur ou égal & n — 1. Comme
Im(p) est libre, on a alors F' = Im(p) & Ker(p), ce qui implique que F est libre de rang au
pus n.

Uon peut démontrer que tout sous—module d’un A—module libre ’est, sans I’hypothése de rang
fini.
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Corollaire 2.4.2.1
Soit A un anneau principal.
Alors tout sous—module d’un A—module de type fini est de type fini.

Proposition 2.4.3 (Théoréme de la base adaptée)

Soit A un anneau principal.

Soit M un A—module libre de rang fini n.

Soit N un sous—module de M.

Alors il existe une base (e;)1<i<n de M, un entier r <n et dy,...,d, € A* tels que :

(Z) V1 S 7 S T — 1, dildi-i-l N
(i) la famille (d;e;)1<i<r constitue une base de N.

De plus, la suite d’idéauz (d1) D ... D (d,) ne dépend que de M et N (et pas de la base (e;);).

USur un corps, on peut prendre tous les d; égaux & 1.

DEMONSTRATION : On applique la proposition 2.3.3 & I'inclusion j : N < M. Ainsi, comme N est
libre de rang p — 1 < n, il existe une base ¢ = (g2,...,¢,) de N et une base e = (eq,...,e,) de
M et dy,...,d, € A* tels que V1 < i < r, d;|d;+1 et que mat. ((j) = diagnyp(dl, ..., d;). Comme
de plus j est une injection, 7 = p et donc ¢ est une base de N. Or, pour tout i, j(e;) = d;e;, d’ou
lexistence. L’indépendance de la suite ((d;); de la base e est laissée en exercice.

[] On a alors :

M/N = <€B A/(di)> @A™

Corollaire 2.4.3.1 (Facteurs invariants d’un module sur un anneau principal)
Soit A un anneau principal.

Soit M un A—module de type fini.

Alors il existe n e N et dq,...,d, € A tels que :

(i) V1 <i<mn,d; ¢ A* (les d; peuvent étre nuls);
(iii)
M =P A/(d)
i=1

Il y a de plus unicité au sens suivant : n et la suite d’idéauvx (d1) D ... D (dy) ne dépend que de
M.

Dans ce cadre, quitte a réordonner les d; de telle sorte que si s := card{i|d; # 0} et sir :=n—s
on ait dy,...,d, #0et Vi >r,d; =0, on a, comme A/{0} =2 A :

M~=A/(d)®...DA/(ds) DA"

Les éléments d, ..., ds sont appelés facteurs invariants du module M, et r est le cardinal de toute
famille libre maximale de M.

Définition 2.4.2 (Torsion)
Soit A un anneau intégre.
Soit M un A—module.

Alors :

(i) un élément v € M est dit de torsion si (x) n’est pas libre, i.e si :
Ann(z) :={a € A|ax =0} # {0}

(i) Uensemble des éléments de torsion de M est un sous—module de M, appelé sous—module de
torsion de M et noté T (M) ;

(iii) M est dit de torsion (resp. sans torsion) si M =T (M) (resp. T(M) = {0}).
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L] Si A un anneau principal, on peut alors écrire :

M2A/(d)®...®A/(ds) D A"
Avec la suite ((d;)); décroissante et sans terme nul ou égal & A. On a de fait :

T(M)=A/(d)®...®A/(ds) ® {0}
Et ainsi :
Ann(T(M)) = (ds)

D’ou :

M/T(M) = A" est libre de rang r.

On en déduit la proposition suivante :

Proposition 2.4.4
Soit A un anneau principal.
Alors tout A—module de type fini sans torsion est libre.

Exemples :
1. Q est un Z-module sans torsion non libre et ne peut donc pas étre de type fini.
2. Z[X] est un Z-module libre sans torsion.

3. (2, X) est un Z[X]-module sans torsion, de type fini, mais non libre car Z[X] est non principal.

Décomposition primaire :  Soit A un anneau principal et soit M un A—module de type fini
et de torsion. Alors on peut écrire M = A/(d1) & ... ® A/(d,) avec la suite ((d;)); décroissante et
sans terme nul ou égal a A.

Donnons nous un systéme représentatif ¥ des irréductibles de A. Alors, par factorialité de A,
il existe pour tout 1 < i < sun e; € A* tel que :

di =¢; H pep(di)
peEX

Ainsi, d’aprés le lemme chinois :

AJ(d;) = @ A/(per(@)) Tes A/(p® (%)) étant presque tous nuls.

pEX

En regroupant, on obtient que :

M = @Mp (2.1)

Ou les M, sont des sommes directes finies de A—modules de la forme A/(p™"¢). Pour p € X, M), est
appelé composante p—primaire de M. Par définition, il existe un N > 1 tel que M, = Ker((z € M) — z.p").

Exemple :  On considére le Z-module M = Z/8Z @& Z/127Z & Z/45Z. On a alors, par lemme
chinois :

M = 7./87.® (Z/AZ & Z./3Z) & (Z/9Z & Z/5Z)

Ainsi, en prenant comme systéme représentatif des irréductibles ’ensemble des nombres premiers
positifs on a My = Z/8Z & Z/AZ, M3 = Z/3Z & Z/9Z, Ms = Z/5Z et M, = {0} si p est premier
strictement supérieur a 5.

En réordonnant, on trouve que les facteurs invariants de M sont 12 et 360. Ainsi :

M = 7,/127 & 7./360Z
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2.5 Groupes abéliens de type fini

Proposition 2.5.1 (Théoréme de structure des groupes abéliens de type fini)

Soit G un groupe abélien de type fini.

Alors il existe un unique r € N, appelé rang de G et une unique suite (dy,...ds) d’entiers supérieurs
ou égauz a 2 tels que :

(Z) V1 S 7 S S — 1, di|di+1 N
(ii)
G (@ Z/diZ> OL
=1

[] Ainsi G est fini si et seulement si son rang est nul.

2.6 Endomorphismes d’un espace vectoriel de dimension finie

Soit A un anneau (commutatif) et soit F un A[X]-module. E est alors naturellement muni
d’une structure de A-module et u : (o € A) — aX est A-linéaire.

Réciproquement, si E est un A—module et u € Endy (E), on peut munir E d’une structure de
A[X]-module via :
AX]xE—FE
(P,e) = Pe:= P(u) (e)
~——

€End, (E)

En particulier, si \;e € Aona de=Axeet X.e=u(e).

Ainsi, 'ensemble des A[X]-modules est isomorphe! & I’ensemble des couples (E,u), ou E est
un A-module et u € Endy(F). De fait, on se permettra a ’avenir de noter F, le A[X]-module
associé au A—module FE et & I’endomorphisme u.

De plus, étant donnés deux couples (E, u) et (F,v) composés d’un A—module et d’un endomor-
phisme de celui—ci et une application f : E — F, alors f est A[X]-linéaire de E, dans F), si et
seulement si elle est A—linéaire et vérifie vo f = fou.

En particulier,

Endyx)(Ey) = {f € Enda(E) |uo f= fou}

Remarquons en outre qu’un sous—A[X]-module de E, est un sous—A-module de E stable par u.

Cas particulier :  Soit A € A. On considére u € Endy(A) définit par a — Aa. Ainsi A est muni
d’une structure de A[X]-module A, via :

V(P t) € A[X] x A, Pt:=P(\) xt
On obtient ainsi une application A[X]-linéaire :

AX]— A
P s P(\).14 = P())
Cette application est surjective et de noyau (X — A)A[X] donc induit un isomorphisme de A[X]-

modules :
ALX]/(X =) = A,

[Dans la suite, K est un corps. Ainsi K[X] est principal.]

1. Via l’application qui & un A[X]-module F fait correspondre le A—-module sous—jacent et la multiplication par
X.
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Soit E, un K[X]-module, i.e un K—e.v £ muni d’'un endomorphisme u. Alors, pour v € E, on
peut définir une application K[X]-linéaire :
vy K[X] = E,
P~ Pv=Pu)(v)

Ainsi, si \e Ketve E,on a:

u(v) = < (u—Adg) =0
S (X —-X)w=0
S (X =N =0
<, passe au quotient en @y, : K[X]/(X — ) envoyant la classe de 1 sur v.

En conclusion, on a un isomorphisme :
Ker(u - )\ldE) = HOIDK[X] (D)\, Eu)
Ou Dy := (X — \) C K[X].

En particulier :

— A est valeur propre de u si et seulement si Homgx)(Dx, Ey) # {0} ;

— si F est de dimension finie, u est diagonalisable de valeurs propres (comptées avec leur ordre
de multiplicité) A1, ..., A, si et seulement si :

B, = éDM
=1

Ainsi, les D) sont (& isomorphisme prés) tous les K[X]-modules qui sont de dimension 1 sur
K.

Définition 2.6.1 (Module cyclique)
Un K[X]|-module M est dit cyclique si il existe P € K[X]\ {0} tel que :

M 2 K[X]/(P)
U M est donc cyclique si et seulement si il est de torsion et engendré par un unique élément.

Remarques :
1. Si P € K[X] est de degré n # —oo, alors, si on note x la classe de X modulo P, K[X]/(P)
admet (1,z,...,2" 1) comme K-base. En particulier dimg (K[X]/(P)) = n.

2. On peut toujours prendre P unitaire. Il est alors totalement déterminé par le K[X]-module
K[X]/(P).

Lemme 2.6.1
Soient V. un K—e.v.
Soit u € Endg (V).
On a alors équivalence entre les propriétés suivantes :
(i) Vi est un K[X]|-module cyclique ;
(ii) il exviste v € V et n € N tels que (v,u(v),...,u" 1(v)) soit une K-base de V ;

(iii) il existe v € V et n € N tels que (v,u(v),...,u" " 1(v)) engendre V (comme K-e.v).

Lemme 2.6.2

Soient V. un K—e.v.

Soit u € Endg (V).

On a alors équivalence entre les propriétés suivantes :
(i) V est de dimension finie;
(i) Vi est un K[ X]-module de type fini et de torsion.
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Définition 2.6.2 (Matrice compagnon)
Soit P=X"+a, 1 X" +...+a1X + ap un polynéme unitaire de K[X].
Alors on appelle matrice compagnon de P la matrice :
0 0 e 0 —ap
1 - —ai
Cpo:= 1o
0
0 0 1 —ap—
Proposition 2.6.1
Soit P un polynome unitaire de K[X].
Alors :
(i) P est le polynome minimal de C, ;
(i) (=1)"P est le polynome caractéristique de Cp.
Proposition 2.6.2
Soit V. un K-e.v de dimension finie.
Soit u € Endg (V).
Alors il existe une unique suite finie (P1, ..., P.) de polynémes unitaires non constants dans K[X]|
telle que :
(ii) dans une base convenable de V' la matrice de u est diagonale par blocs de la forme :
Cp, (0) (0)
diag(C1,...,Cy) := 0 -
(0) 0) Cp,
Remarques :
1. Pi,..., P, sont appelés facteurs invariants de u. On définit les facteurs invariants d’une

matrice comme étant ceux de son endomorphisme canoniquement associé.
2. Le polynéme minimal de w est P;.

3. Le polynome caractéristique de u est = [];_, P;.

4. Les matrices Cp, ne sont presque jamais diagonales : si u est diagonalisable, le théoréme ne

donne pas la "bonne" réduction.

Corollaire 2.6.2.1
Soient U,U" € M,,(K).
Alors :
U et U’ sont semblables < U et U’ ont les mémes facteurs invariants.

DEMONSTRATION : D’aprés le théoréme précédent, (K™), et (K™),+ sont isomorphes si et seulement
si U et U’ ont les mémes facteurs invariants (ot u et u’ sont les endomorphismes canoniquement

associés & U et U'. Or la premiére condition est équivalente & la similitude U et U’.

Corollaire 2.6.2.2

Soit k C K un corps.

Soit A € M, (k) de facteurs invariants Py, ..., P,.

Alors Py, ..., P, sont les facteurs invariants de A dans M,,(K).

Corollaire 2.6.2.3
Soit k C K un corps.
Soit A € M, (K).

Alors A est semblable a une matrice a coefficients dans k si et seulement si ses facteurs invariants

sont des éléments de k[X].
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Exemple : Le K[X]-module associé & M := diag(A1,...,A) (les A; € K deux a deux distincts)

est :
@PAi = K[X]/ <H(X - Az))

i=1

En effet, les X — \; sont premiers entre eux donc M a pour unique facteur invariant [}, (X — ;).

Dans le cas n = 2, le théoréme précédent donne la matrice :
0 =X
1 A+ X

] Pour n > 1 et A € K, on pose :

=
—~
=
Il
(e

o ... ... O

>

Jn(X) est appelé bloc de Jordan de taille n et de valeur propre A. On remarque de plus que :
In(A) = AL, + J,(0)

Jn(0) correspond a l’endomorphisme de K™ défini comme suit (si (e;)1<i<n est la base canonique
de K™) :
eptrep_1—~>...>e1—0

En particulier, J,,(0)" = 0 et J,(0)"~! # 0, d’ou :

KIXJ/(X =) = (K") 7,

U Remarquez que l'on a ici (honteusement) identifié matrice et endomorphisme canoniquement
associé.

Proposition 2.6.3 (Décomposition de Jordan)
Soit K un corps algébriquement clos.

Soit V un K-e.v de dimension finie.

Soit u € Endg (V).

Alors :

(i) il existe une base B de V' dans laquelle la matrice de u est de la forme J = diag(By,..., B;),
ot chaque B; est un bloc de Jordan J,,(X\;) ;

(i) J ne dépend pas (4 permutation des blocs prés) de la base B.

Corollaire 2.6.3.1

Soit K un corps algébriqguement clos.

Soit V un K-e.v de dimension finie.

Soient u,v € Endg (V).

Alors u est semblable a v si et seulement si u et v ont les mémes blocs de Jordan (a4 permutation

pres).



Chapitre 3

Extensions de corps

3.1 Algébres

(Dans tout ce paragraphe, A désigne un anneau commutatif.j

Définition 3.1.1 (Algébre)
Une A—algébre est un couple (A, j) ot :

(i) A est un anneau ;

(i) j: A — A est un morphisme d’anneauz (appelé morphisme structurel) central, i.e tel que :

VAe A Ve A j(N)z =xj(N)

[J On rencontre parfois, au détour d’une ruelle sombre, des "algébres non—associatives", telles les
algébres de Lie!. Elles ne rentrent pas dans le cadre de ce cours.

Exemples :

1. Tout anneau est doté (de facon unique) d’une structure de Z-algébre via le (i7) de la propo-
sition 1.3.1.

2. (A,ids) est une A-algebre.

3. {0} est muni (via le (i) de la proposition 1.3.1) d’une unique structure de A—algébre, appelée
algébre triviale.

4. La seule {0}-algebre est 1’algébre triviale.
5. A[X] est muni d’une structure de A-algébre via :
jiA— A[X]
A= A.lA[X]

6. Ezemple non commutatif. Soit E un A—module et soit A := Enda(F). Alors on peut munir
A d’une structure de A-algébre via :

j:A— A
A= ((z€E)— (Ax € E))
Définition 3.1.2 (Morphisme d’algébres)
Soient (A, j) et (A, j") deuz A—algébres.
On appelle morphisme d’algébres tout morphisme d’anneauz o : A — A’ tel que :
poj=j'

UNest-ce pas magnifique ? Je dis que cela se féte. Avec un diagramme commutatif par exemple :

1. Ces algébres ne sont méme pas unitaires, pensez donc!

47
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>

A/

Proposition 3.1.1
Tout anneau quotient d’'une A—algébre est une A—algébre.

Proposition 3.1.2
Tout produit (méme infini) de A—algebres est une A—algebre.

Définition 3.1.3 (Sous—algébre)

Soit (A, j) une A—algébre.

Soit B C A.

Alors on dit que (B, j),) est une sous—algebre de A si :

(i) B est un sous—anneau de A;

(ii) j(A) C B.

Proposition 3.1.3 (Sous—algébre engendrée par une partie)

Toute intersection de sous—algeébre d’une de A—algébre donnée A est une sous—algébre de A. Par
conséquent, on peut définir la sous—algébre engendrée par une partie S C A comme étant l’intersec-
tion de toutes les sous—algébres de A contenant S. C’est alors la plus petite sous—algébre vérifiant
cette propriété, et on la note K[S].

U On peut montrer que la sous—algébre engendrée par S est le sous—anneau de A engendré par
JAYUS.

Proposition 3.1.4 (Correspondance algébre—-module)

(i) Soit (A, j) une A-algébre. Alors A est munie d’une structure de A-module via la multiplica-
tion externe définie par :

V(A y) € Ax A Ay :=75(\) xy

La condition de centralité sur j entraine que la multiplication interne de A est bilinéaire.

(ii) Inversement, si A est un A-module muni d’une structure d’anneau avec la "méme" addition?
que A et une multiplication bilinéaire, alors il est muni d’une structure de A—algébre via :

j:A—> A
)\*—)/\.IA

De plus, ces deux constructions sont réciproques l'une de ’autre, ce qui induit une bijection entre
l’ensemble des A—algébres et celui des A—modules dotés d’une addition qui se respecte et d’une
multiplication bilinéaire.

U De fait, dans les cas ol nous estimerons que nulle confusion n’est possible, nous ne denoterons
une A—algebre (A, j) que par la donnée de A et écrirons "\” a la place de j(\). Notez qu’il serais as-
sez inconscient, voire préoccupant sur le plan clinique, d’envisager d’utiliser cette derniére notation
en cas de non—injectivité de j. On identifie ainsi A et Im(j) C A. Notons que dans le cas particulier
ou l'on s’intéresse & une algébre (A, j) sur un corps K, l’application j est automatiquement injec-
tive (car Ker(j) est un idéal de K) et que I’on peut donc toujours voir K comme un sous—corps de A.

2. L.e dont ’addition n’est pas définie de fagon abjecte mais directement a I’aide de celle de A "coordonnée par
coordonnée".
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3.2 Algébres de polyndémes

[Dans tout ce paragraphe, A désigne un anneau commutatif.]
On part d’un ensemble I indexant une famille "d’indéterminées" X.

Définition 3.2.1 (Monéme en les X;)
Formellement, on appelle monéme en les X; une expression de la forme :

_ﬂ = Hinl
el
Oun= (ni)ie] S N,

On peut alors munir d’une multiplication évidente I’ensemble M; des monomes en les X;, ce
qui nous livre un monoide commutatif :

(My, x) 2 (ND 4) via [T X7 = (n)s
iel
Définition 3.2.2 (Polynéme a I indéterminées)

On appelle polynome a I indéterminées a coefficients dans A toute combinaison linéaire finie a
coefficients dans A de mondmes en les X;.

L’ensemble des polynomes & I indéterminées a coefficients dans A est noté A[(X;)er] ou A[I].
Remarquons qu'’il s’agit par construction du A-module libre standard de base M; (ou N(I))
AMI)  Cet ensemble admet une multiplication A-bilinéaire obtenue en prolongeant le produit
défini précédemment sur les monomes. On peut donc munir A[I] d’une structure de A-algébre.

U Un polynéme donné ne fait intervenir qu’un nombre fini d’indéterminées. Autrement dit :

All] = U AlJ]

JCI,card(J)<oo

Exemple : Placons nous dans le cas I = N. Alors :
Al(Xp)nen] = | AlXo, ..., X0]
neN

Avec A[Xo] € A[Xo, X1] C ... Ainsi A[(X,,)nen] contient les polynomes Xo, XoX1,..., XoX1X2... X, ...

mais les expressions suivantes n’y ont aucun sens :
[e ] o0
IT Xnet > X
n=0 n=0

Soient & présent o = (;); € Al et P € A[I]. On peut alors définir I’évaluation de P en a,
notée P(a) € A de la fagon suivante :

si P = Z AnX™, on pose P(a) := Z Ana™
neN) neN)
O les Ay, sont (par définition) presque tous nul et ou :
a™* = H alt
il
Plus généralement, si A est une A—algébre et o € A, on peut définir une évaluation P(a) € A
par la méme formule sz les a; commutent.

Proposition 3.2.1 (Propriété universelle des algébres de polynomes)
Soit A une A—algébre.
Soit o € AT tel que les o; commutent.
Alors application suivante est un morphisme de A—algébres, appelé morphisme d’évaluation :
evy t AlI] = A
P — P(a)

1l s’agit en outre du seul morphisme entre ces deuzx algébres qui envoie X; sur oy pour tout i € I.
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[] Ainsi, I'ensemble des morphismes d’algébres de A[I] dans A, noté Homy a5 (A[I], A), est iso-
morphe & I’ensemble des a € A! tels que les o; commutent via ¢ — (¢(X;))icr et @+ evq.

Remarques :
1. Dans les cas suivants la condition de commutation sur les «; est automatiquement vérifiée.

(a) Sicard(l) = 1. Dans ce cas :

1%

HomA,alg (A[X], .A) .A

(b) Si A est commutative. Dans ce cas :
HomA,alg (A[I], .A) = .AI

2. L’image de ev, est la sous-A-algébre de A engendrée par o.

3. Un polynome P € A[I] fixé détermine, si A est commutative, une application :

ﬁ:AI—>A
a— Pa)

P est appelée fonction polynéme définie par P. En particulier, si A = A on obtient un
morphisme d’algebres :

Al = AY
P P

[ ce morphisme n’est en général ni injectif, ni surjectif.

3.3 Algébres commutatives sur un corps, éléments algébriques

[Dans tout ce paragraphe, K désigne un corps et A une K—algébre commutative.]

Soit @ = (a1,...,a,) € A™. On note Koy, ..., ay] (ou K[a]) la sous—algébre engendrée par les
«;, i.e 'image de l'application :

evg t K[Xq,..., X = A
P+~ P(a)

Ainsi, 'ensemble K|ayq, . .., ay] s’identifie & un quotient de K[Xq,..., X,].

] 1 est important de ne pas confondre K[a] avec le s-ev (a)x C A. En effet :

(a)x = { Z i

Mais il n’y a en général pas égalité.

(M) € K"} CKla] ={P(a)| P e K[Xy,..., X,]}

Définition 3.3.1 (K—algébre commutative de type fini)
On dit que A est de type fini si elle vérifie 'une des conditions équivalentes suivantes :

(1) il existe une partie finie S C A qui engendre A comme K-algébre ;

(ii) il existe un entier n € N et un morphisme surjectif de K—algébre ¢ : K[X1,...,X,] = A.

Remarque :
1. Un K—e.v de dimension finie est une K-algebre de type fini.

2. K[X] est une K-algebre de type fini, engendrée par { X } mais est de dimension infinie comme
K-e.v.
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Algébres monogénes :
On se place dans le cas o A = KJ[a], avec a € A. On a alors un morphisme surjectif :

evy t K[X] — A
P — P(a)

Ker(evy) est alors engendré par un polynome Py € K[X] car K[X] est principal (car K est un
corps). On distingue alors deux cas.

1. Si Py = 0. Alors ev, est un isomorphisme donc dimg K[a] = co.

2. Si Py # 0. On peut alors supposer que Py est unitaire. Alors :
K[X]/(Po) = K]

En particulier, si d := deg(P) la famille (1,X,..., X" ) est une K-base de K[X]/(P), ce
qui entraine que (1,q,...,a?"!) est une K-base de K[a]. Ainsi dimg K[a] = deg(Py) < oc.
Py est alors appelé polynéme minimal (unitaire) de « sur K et deg(F) se voit affubler du
sobriquet fort surprenant de degré de « sur K, noté degg ().

Proposition 3.3.1 (Critére d’Eisenstein)
Soit P = a, X" + an_an_l +...+a1 X +ag € Z[X]
Supposons qu’il existe un nombre premier p tel que :
(i) VO <i<n-—1, pla;;
(ii) ptan;
(i) 1 1 ao.
Alors P est irréductible dans Q[X].

Définition 3.3.2 (Eléments algébriques, transcendants)
Soit o € A.
Alors on dit que o est . ..
(i) ...algébrique si ev, n’est pas injective, i.e si AP € K[X]\ {0} tel que P(a) =0;

(ii) ...transcendant dans le cas contraire.

Exemple : Si K = Q et A = C, les éléments algébriques (resp. transcendants) sont appelés?®
nombres algébriques (resp. nombres transcendants).

1. i est algébrique de polynome minimal X2 + 1 donc de degré 2.

2. Si p est un nombre premier et n > 1, /p est algébrique de polynome minimal X™ — P. En
effet , ce polynome est irréductible (par critére d’Eisenstein), unitaire et s’annule en p donc
est son polynéme minimal.

3. Il existe des nombres transcendants. Les premiers exemples explicites en sont dus & Liou-
ville (32,5 3+7), Hermite (e, 1873) et Lindemann (7, 1882). De nombreux problémes restent
toutefois ouverts : on ne sait par exemple toujours pas & ’heure actuelle si e + 7 est tran-
scendant, !

Proposition 3.3.2
Soient ay,...,a, € A des éléments algébriques sur K.
Alors :

(i) n
dimg K[al, ceey Oén] < H degK(ai)

i=1
(i) tout élément de Klay, ..., ay] est algébrique sur K.
DEMONSTRATION :
— Remarquons tout d’abord que (i) implique (i7). En effet, si on suppose (i) et que l'on se
donne a € Klay, ..., a,], K[a] est une sous—algebre de K|aq, ..., a;,] donc est de dimension

finie. Qui plus est, a est annulé par un polynome de degré inférieur a [}, degy ().

3. Surprise ...
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— Démontrons a présent le point (i). L’algébre K[ay, ..., a,] est engendré comme K—e.v par
les monomes en les «;. Si on pose, pour tout 1 < i <n d; := degg(«;), alors :

di—1

Kloy] = (1, s, ..., )k
Ainsi, pour tout m € N, af* est combinaison linéaire de la famille ((1,«;,... ,afifl). De
facto, pour tout m = (my,...,my) € N”, o :=[], o;"" est combinaison linéaire des [ [, a;’,

avec les e; < d;, qui sont en nombre fini. D’ou le résultat.
] Désormais, on dira qu’une K-algébre est de dimension finie si elle est de dimension finie en
tant que K—e.v.

Corollaire 3.3.2.1
L’ensemble Agy des éléments de A algébriques sur K est une sous algébre de A qui est réunion de
sous—algébres de dimension finie de A.

U En particulier, le produit et la somme de deux éléments algébriques est algébrique.

L] A nest pas nécessairement de dimension finie.

DEMONSTRATION : Soit j : K — A le morphisme structural. Alors, comme pour tout A € K
J(A) est annulé par X — A, j(K) C Ap. Il ne nous reste donc plus qu’a montrer que si a,b € Ay,
K[a, b] C Ag. Or la proposition précédente, Kla, b] est un sous—espace de dimension finie de Ajg. A
est donc bien une K—-algébre, qui vérifie en outre que :

Ao= | Klof

acAy

Avec les K[| de dimension finie sur K.

Proposition 3.3.3

Soit B une K-algebre (non nécessairement commutative) de dimension finie.

Alors tout élément régulier o gauche (par exemple) de B est inversible & droite et & gauche.
Par conséquent :

B est un anneau intégre
=
B est un corps

DEMONSTRATION : Si a € B est régulier a gauche, z — ax € Endg(B) et est injectif, donc bijectif
car dimg(B) < oo. D’ou le résultat.

Remarque : Autrement dit, tout élément algébrique a non diviseur de zéro est inversible.
Mieux 4 : on peut en expliciter I'inverse. En effet, si il existe Ay, ... Ag_1 tels que a®4-Ag_1a?"1+.. .+ o =0,
alors si Ag = 0, on peut factoriser par « puis simplifier, obtenant ainsi une relation de degré stricte-

ment inférieur & d : on peut donc supposer g € K* = K*. Ainsi :

) D VIRT- Lo B EUR D VD ot

Corollaire 3.3.3.1 (Fermetures algébriques d’un corps)
Si A est integre, alors Ay est un corps, appelé fermeture algébrique de K dans A.

Exemple : On se place dans le cas K = Q, A = R. Aq est alors I’ensemble des nombres
algébriques reéels et est donc un sur—corps de Q. Cependant, dimg(Ag) = co car pour tout n € N*,
Ao contient Q[{/2], qui est de dimension n car le polynome minimal sur Q de /2 est X™ — 2.

3.4 Généralités sur les extensions de corps
Définition 3.4.1 (Extension de corps)

Soit k un corps.
On appelle alors extension de k toute k—algébre qui est un corps.

4. Enfin, cela dépend du point de vue ...
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Remarques :

1. Si K est une extension d’un corps k, on a un morphisme structural j : £ — K qui est injectif
car k est un corps et K # {0}. De fait, k& — K et donc on identifiera en général k au sous—corps
j(k) de K.

2. Si S est une partie d’une extension K d’un corps k, il existe une plus petite extension de k
contenant S. On l'appelle (& la surprise générale) extension engendrée par S et on la note
k(S). Il s’agit de P'intersection de tous les sous—corps de K contenant j(k) et S. De plus, k(S)
est ’ensemble de quotients de k[S], i.e :

R

De facto, k(S) est également isomorphe au corps des fractions de k[S].

ne€N* s1,...8, €S, PQ € k[Xq,...,X,], Q(sl,...,sn);«éO}

3. Si S est une partie d’'une extension K d’un corps k, 'extension K contient donc :
(a) lensemble (S)) des combinaison k-linéaires d’éléments de S';
(b) I'ensemble k[S] des polynomes en les éléments de S';
(c) 'ensemble k(S) des fractions rationnelles en les éléments de S.

On a bien évidemment les inclusions suivantes :
(SYr C k[S] C k(S)

4. Si S est une partie d’une extension K d’un corps k telle que tous les éléments de S soient
algébriques sur k, alors k[S] est un corps et donc k(S) = k[S].

5. k(X) est bien 'extension de corps engendrée par {X} C k[X]. On a alors k[X] & k(X).

[] Désormais, on notera (si nulle ambiguité n’est & craindre) K/k une extension K dun corps k.

Définition 3.4.2 (Extensions algébrique, transcendante, finie, de type fini)
Soit K/k une extension de corps.
Alors K est dite :

(1) algébrique si ses éléments sont algébriques sur k ;
(i) transcendante sinon ;

(#3) finie si dimy; K < co. On appelle alors degré de K sur k la quantité suivante :
K : k] :=dim; K
(iv) de type fini si elle est engendrée par une partie finie.

[J £vITONS DE TROP QUOTIENTER !
Nous avons vu que si A est un anneau commutatif, alors :

1. Un A-module de type fini est isomorphe & un quotient d’un des A—modules A™, n > 1;

2. Une A-algebre de type fini est isomorphe & un quotient d’une des A—algébres A[X7, ..., X,],
n > 1.

Qu’on se le dise : IL N’EXISTE PAS D’ANALOGUE A CETTE PROPRIETE POUR LES EXTENSIONS DE
TYPE FINIL En effet, le seuls anneaux quotients d’un corps sont {0} et lui-méme et ne présentent
de fait qu’assez peu d’intéreét.

Proposition 3.4.1
Soit K/k une extension de corps.
Alors :

(i) K/k est finie & K/k est algébrique et de type fini;
(ii) K/k est algébrique < K/k est réunion d’extensions finies de k.

DEMONSTRATION :
(i) (=) Trivial.
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(<) K est de type fini, donc K = k(5), avec S finie. De plus, cette extension est algébrique
donc tous les éléments de S le sont. Donc k[S] est une algébre de dimension finie, qui est
de plus intégre en tant que sous—anneau d’un corps. Donc k(S) = k[S] est de dimension
finie. D’ot1 le résultat.

(7) (=) 1l suffit de remarquer que :

K= U k()

acK
Comme les k(«) sont algébriques et de type fini, on déduit le résultat du point (7).
(<) Trivial.

Exemples :
1. L’extension k(X7,...,X,)/k est transcendante et de type fini.
2. R/Q est quant a elle transcendante mais pas de type fini.
3. C/R est finje et [C: R] = 2.
4. Q(3/2)/Q est finie et [Q(/2) : Q] = 2.
5

. L’ensemble des nombres algébriques réels est une extension algébrique infinie (i.e non finie)
de @Q, donc n’est pas de type fini.

Définition 3.4.3 (Plongement)

Soient K/k et L/k deux extensions de corps.

Un morphisme d’extensions ¢ : K — L (i.e un morphisme d’algébres entre deuz extensions d’un
méme corps) est appelé k—plongement.

U Remarquons q’un plongement est toujours injectif.

U 1 arrivera que nous ayons a considérer des plongements différents d’une extension dans une
autre. Il conviendra alors de ne pas identifier I'extension de départ & son image par 'un ou l'autre
des dits plongements®

Exemple : L’inclusion et la conjugaison complexe sont deux Q—plongements de Q(¢) dans C.

Remarque : Sio:K — L est un k—plongement et que P € K[X], on notera P’ "image de P
par le morphisme ¢ : K[X] — L[X] induit par o (i.e obtenu en appliquant o aux coefficients des
polynomes de K[X]). Dans le cas ou nulle ambiguité ne sera & craindre, on notera P simplement
HPH-

Extensions monogeénes :
Soit K/k une extension de corps et soit o € K. Interessons nous a I’extension k(a)/k.

1. Si « est transcendant sur k. Alors le morphisme d’évaluation ev, : k[X] — K est injectif
donc induit un isomorphisme :

k[X] = k[a]
. . . . P P(a)
On peut de plus prolonger cet isomorphisme aux corps des fractions, via a) — m
[0
#0 #0 car « est transcendant

ce qui nous donne :0
2. Si « est algébrique sur k. Soit Py € k[X] le polynome minimal de « sur k. Alors le morphisme
d’évaluation ev, : k[X] — K induit un isomorphisme :
k[X]/(Po) = klo] = k(a)
On a donc que (1,q,...,a%80)=1) forme une k-base de k() et que :

[k(a) : k] = deg(Fy)

5. A moins de souhaiter absolument écrire des choses catastrophiquement obscures.
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U En résumé
(i) un extension transcendante monogéne d’un corps k est isomorphe & k(X);

ii) un extension algébrique monogéne d’un corps k est isomorphe & un quotient k[X| par un
g g
polyndme irréductible unitaire.

Lemme 3.4.1 (Bases télescopiques)

Soit A un anneau commutatif.

Soit A une A—algébre commutative et soit (o;); € AL
Soit E un A-module et soit (e;), € EL.

Alors :

(i) si (c;); est A-libre dans le A—module A et si (eg); est A-libre dans le A-module E, alors
(avieg)ie est A-libre dans E.

(i) si(oy); est une famille A—génératrice du A—module A et si (e)e est une famille A-génératrice
du A-module E, alors (cueq)i o est une famille A—génératrice de E.

(iii) si («;); est une A-base du A-module A et si (er)s est une A-base du A-module E, alors
(cvier)ie est une A-base de E.

DEMONSTRATION : Contentons nous de démontrer le (). Supposons qu’il existe une famille (&; ¢); ¢

d’éléments de A telle que :
Z Z &ioaieg =0
teL icl
Alors, par A-liberté de (es)¢, on a :
VeEL, > &paieg=0
iel
Et donc, comme («;) est A-libre :

Ve L,Viel,&o=0

D’ou le résultat.

Exemple : Soit E = (e1,...,e,)c un C—e.v. Alors la famille (e1,ieq,...,ey,ie,) forme une
R-base de F est donc dimg £ = 2dim¢ F.

Proposition 3.4.2

Soit K/k une extension de corps.
Soit E un K—-e.v.

Alors :

dimg E = [K : k] dimg F

Corollaire 3.4.2.1
Soient K/k et L/K deuz extensions de corps.
Alors L est une extension de k et :

[L:k=[L:K]K:k]

Exemple : Démontrons que v/2 ¢ Q(4/2). A cet effet, remarquons que :

- [Q(V2): Q) = 3;
- [Q(v2): Q] =2.

Ainsi, si v/2 appartenait 4 Q(/2), alors 2 diviserait 3, ce qui constitue un fait relativement inhab-
ituel. On démontre de la méme facon que les seuls sous—corps de Q(+4/2) dont Q et Q(+/2).

Corollaire 3.4.2.2
Soient K/k et L/K deuz extensions algébriques.
Alors L/k est une extension algébrique.
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DEMONSTRATION : Soit @ € L. Comme L/K est algébrique, il existe un polynéme non nul

P = Z?:o a;X; € K[X] admettant o comme racine. De fait, k(aq,...,aq)/k est une extension
algébrique de type fini (car k(aq,...,aq) C K) donc est finie. De plus, P € k(aq,...,aq)[X] donc
« est algébrique sur k(aq,...,aq). Ainsi, [k(a1,...,aq)(c) : k(a1,...,aq)] et [k(a1,...,aq) : k] sont
finis, ce qui implique que k(a1,...,aq)(c) : k] est fini, donc « est algébrique sur k.

Corollaire 3.4.2.3
Soit K/k une extension finie de degré premier.
Alors K et k sont les seuls sous—corps de K contenant k.

n particulier, est un extension monogéne, engendrée par n'importe quel élément de .
E ticulier, K/k est tensi 5 dré i t 1 élément de K\ k

3.5 Extensions quadratiques

Définition 3.5.1 (Extension quadratique)
On appelle extension quadratique toute extension de corps finie de degré 2.

Considérons un polynéme P := X2 + pX + q € k[X].
U on rappelle qu’étant donné un polynome @ € k[X], on a :
(@ est irréductible sur k) = (Q n’admet aucune racine sur k) dés que deg(Q) > 1
En revanche :
(Q est irréductible sur k) < (Q n’admet aucune racine sur k) si et seulement si deg(Q) € {1,2,3}

— Cas 1 : k n'est pas de caractéristique 2. On a alors :

p\2 pP—4q 1 5
P:(X —) —7:—(2X —A)
+3 1 1 (2X +p)
Oi1 A := p? — 4q est le discriminant de P.
Ainsi :
« est racine de P dans une extension de k&
<~

B :=2a + p vérifie 82 = A

De facto :

P est irréductible sur &
<~
A n’est pas un carré dans k.

Dans ce cas, on a, via I’isomorphisme ¥ modY? — A +— 2X 4+ pmod P :
K[Y]/(Y? = A) = k[X]/(P)

Le quotient k[Y]/(Y? — A) est souvent noté k(v/A) car Y? = A. Cela ne veut absolument
pas dire qu’on dispose sur cet ensemble d’une quelconque fonction "

6,0&5:7.On

De plus, P admet deux racines dans extension k(v/A)/k, égales & —
vérifie de plus que :

k(VA1) = k(VA,)
54
Ay .
A_1 est un carré
— Cas 2 : k est de caractéristique 2.
— Sip=0, alors :
— si g est un carré (¢ = a?), P = (X + «)? donc admet a comme racine double ;
— si ¢ n'est pas un carré, P est irréductible et donc k[X]/(X? + q) est une extension
quadratique de k , notée k(,/q) (car ¢ = —q), dans laquelle P admet une racine double.
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xX\> X
P=p <—> + =+ 2
p p D

« est racine de P dans une extension de k
&
«Q . 9 q
p:=—estracinede Q=Y +Y + =
p p

— Sip#0, alors :

De fait :

Dans ce cas, comme Q(Y) = Q(Y + 1), autre racine de Q est 8 + 1.

57

Conclusion : Donnons nous & présent une extension quadratique K sur un corps k. Alors,
d’apreés le corollaire 3.4.2.3, cette extension est monogeéne donc isomorphe au quotient k[X]/(P),

ou P est un polynome irréductible de degré 2. Ainsi, d’aprés ce qui précéde :
— si k n’est pas de caractéristique 2, alors :

K 2 k[X]/(X? - A), avec A € k* non carré;
— si k est de caractéristique 2, alors :
K = k[X]/(X?%+ q), avec ¢ € k* non carré

ou bien :

K 2 k[X]/(X? 4+ X + ¢), avec ¢ € k n’étant pas de la forme ¢ = u® +u, u € k

Remarque : En caractéristique 2, = — z2

est un endomorphisme de k de noyau Fs := {0,1}.

est un endomorphisme injectif de k et  — 2% + z
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Chapitre 4

Racines

[Dans tout ce chapitre et sauf mention du contraire, les anneaux seront supposés commutatifs.]

4.1 Algeébre des restes, corps de rupture

Donnons nous un anneau A et un polynéme non nul P € A[X]. On pose A = A[X]/(P) et on
munit ce quotient de sa structure naturelle d’algébre sur A. Enfin, on pose w = X mod P € A et
on remarque que P(w) = 0 dans A. On a alors la propriété universelle suivante :

Proposition 4.1.1
Soit R une A—algébre.
Alors :
Homy_a1g(A,R) = {a € R| P(a) =0}

via l'isomorphisme ¢ — p(w), de réciproque o — (evy : A — R).
Soit P = Zf:o a; X" € A[X], avec ag € A*. On peut alors effectuer une division euclidienne
par P dans A[X], méme si A n’est pas un corps. Ainsi, Ay_1[X] est le supplémentaire de (P) dans

A[X], ie:
AX] = Ag1[X] & (P)

On obtient de fait un isomorphisme de A—modules :
Ag1[X] = A[X]/(P)

Et donc I'algébre A est libre (en tant que A-module) de base (1,w,...,w?"1).

[On se donne dans la suite de ce paragraphe un corps k]

Définition 4.1.1 (Algébre des restes)
Soit P € k[X]\ {0}.
On appelle (k—)algébre des restes de P le quotient k[X]/(P).

Exemples :
1. C est la R—algebre des restes de X2 + 1.

2. La k-algebre des restes de X est appelée k—algebre des nombres duauz. On la note k[e]. Les
élements de cette algebre sont de la forme z + ye, avec 2,y € k et € := X (donc vérifiant
e?2 =0). On a de fait la relation :

Ve, o' g,y €k, (z+ye) (@ +y'e) = xa’ + (zy + a'y)e

Proposition 4.1.2 (Cas irréductible)
Soit P € k[X] un polynéme non nul.
Soit A ’algébre des restes de P.

Alors :

(i) P est irréductible < A est un corps;

99
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(ii) si P est irréductible, alors A forme une extension de k dans laquelle P admet une racine w
et vérifiant :

[A: k] = deg(P)

De plus, P est alors le polyndme minimal de w sur k

Remarque : Si P est irréductible et que L/k est une extension de corps, on a une bijection
entre ’ensemble des racines de P dans L et 'ensemble homy_a1s(A, L) des k—plongements de A
dans L. Ainsi, il y a au plus deg(P) tels k—plongements.

De plus, si o est un k—plongement de A dans IL correspondant & une racine o € IL. de P, on a :

o(A) =k(a) CL
Ce qui induit un isomorphisme d’extensions de corps :
A= k(a)CL

Définition 4.1.2 (Corps de rupture)
Soit P € k[X] un polynome irréductible.
On appelle corps de rupture de P (sur k) tout couple (K, ), o

(i) K/k est une extension de corps;

(ii) o € K est une racine de P ;
(iii) K = k(a).

Proposition 4.1.3
Tout polynome irréductible P € K[X] un corps de rupture défini par :

(A,w) := (k[X]/ (P), X mod P)

De plus, si (K, «) est un corps de rupture de P, il existe un unique k—isomorphisme de A sur K
envoyant w Sur o.

Corollaire 4.1.3.1 (Unicité du corps de rupture)

Soit P € k[X] un polynome irréductible.

Alors le corps de rupture de P est unique a isomorphisme unique pres, i.e si (K, «) et (L, 3) sont
deux corps de rupture de P, il existe un unique k—isomorphisme de K dans I envoyant o sur (.

Exemples :

1. Trois corps de ruptures de X2 + 1 sur R sont (R[X]/(X2%+1),X), (C,4) et (C,—i). On a
alors les isomorphismes suivants :

(C,1)

/ |
\J

) 77’)

(RIX]/(X? +1),X)

2. Quatre corps de rupture de X2 — 2 sur Q sont, si on pose j = e
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A,w) (Q[X]/(XB—Q%Y);
=(Q(V2),V2);

KQ,CQ = (Q(jV2),iV2);

(Ks, as) = (Q(37V/2), 52 V/2).

Les corps Ki, Ky et K3 sont isomorphes mais deux a deux distincts. En effet, K; # Ky car
Ko ¢ R. En fait, a; est la seule racine réelle de X3 —2 car as, a3 ¢ R : P a une unique racine
dans K; donc il en est de méme dans Ky et K3 par isomorphisme. Par conséquent :

K; # Ko # Kg #K;

4.2 Corps de décomposition

Définition 4.2.1 (Corps de décomposition)

Soit K un corps.

Soit P € K[X]\ {0}.

On appelle corps de décomposition de P sur K une extension de corps E/K vérifiant que :

(i) P est scindé sur E, i.e I\, a1,...,aq4 € E tels que :

(ii)) E=K(aq,...,aq).

L] Au sens de I'inclusion, E est donc la plus petite extension de K ot "P a toutes ses racines".
] Remarquons que ’on n’a pas supposé ici que P était irréductible sur K. De plus, on a néces-
sairement A € K (A est le coefficient dominant de P).

Proposition 4.2.1

Soit K un corps.

Soit P € K[X]\ {0}.

Alors, si E est un corps de décomposition de P, l’extension E/K est finie (i.e [E : K] < c0).

DEMONSTRATION : Trivial.

Proposition 4.2.2

Soit K un corps.

Soit P € K[X]\ {0}.

Soit I une extension de K sur laquelle P est scindé.

Alors I contient un unique corps de décomposition de P sur K. Il s’agit de facto de I’extension de
K engendrée par les racines de P sur L.

Proposition 4.2.3
Soit K un corps.
Soit P € K[X]\ {0}.
Alors :

(i) P admet un corps de décomposition E sur K tel que :
(B K] < (deg (P))
(i) Si E et F sont deuz corps de décomposition de P sur K alors :
ExF

DEMONSTRATION :

(i) On procéde par récurrence sur deg(P) (adjonction itérée de racines).
(if) Apwmrs.



62 CHAPITRE 4. RACINES

LA ce stade, il peut étre intéressant ! de dresser un petit tableau récapitulatif :

Corps de rupture Corps de décomposition
Hypothése sur P P est irréductible P#0
Nature Extension de corps Extension de corps
contenant une racine de P | contenant les racines de P
Existence, unicité Existence et unicité Existence et unicité
& ismorphisme unique prés & ismorphisme prés
Dans une extension 1l peut y avoir On a au plus un
donnée L/K ... plusieurs corps de corps de décomposition
rupture de P de P, qui peut
avoir des automorphismes
non triviaux

Exemples :

1. On se place dans le cas K := Q, P := X3 — 2. On note o := v/2, ag := j¥/2 et a3 1= j2/2
les racines complexes de P. Alors E := Q(a, aa, a3) est le seul corps de décomposition de
P inclus dans C. Démontrons que [E : Q] = 6.
— Méthode 1. On a vu que o ¢ Q(ayq), donc :

QcCc Q) & Qlar,a0) CE

Or [Q(a1) : Q] = 3 donc 3 < [E : Q] et 3|[E : Q]. De facto, par la proposion 4.2.3,
[E:Q] <6.In fine, on a bien [E: Q] =6

— Méthode 2. P a deux racines dans Q(aq, ag). Or, oy +ag+as = 0 donc ag = — (a1 +az) € Q(ay, az).
De fait, £ = Q(aq, a2).
Calculons a présent degg(,,)(az2). On sait que dans Q(aq)[X], il existe un polynome @ de
degré 2 n’admettant pas «; comme racine tel que :

X3 —2=(X-a)Qet Qlaz) =0
De fait, [Q(a1,a2) : Q(a1)] < 2. D’autre part, as ¢ Q(ay) donc [Q(aq, ag) : Q(ag)] =2 :

[E: Q] =[Q(a1, 2) : Q(1)][Q(ea1) : Q] =2%x3=6

2. On se place dans le cas K := Q, P := X2 —2. Alors Q[X]/(P) et Q(—v/2,v/2) sont, deux corps
de décompositions distincts (mais isomorphes) de P qui y admet pour racines respectivement
—7, X et —\/5, \/5

3. On se place dans le cas K := Q(j), P := X3 — 2. Le polynéme minimal de j sur Q est
1+ X + X? donc [K : Q] = 2. De plus, P est irréductible sur K car dans le cas contraire,
comme il est de degré 3, il admettrait une racine sur K, ce qui est impossible car P est un
polynome irréductible de degré 3 sur Q et que [K : Q] = 2. Or (avec les notations du 1.)

Qg = jag, ag = jag et j = 2 donc K(a1) = Q(j,a2) = E. De fait, E est aussi le corps de
e

1
décomposition dans C de P sur K et [E : K] = 3.

4.3 Corps algébriquement clos, cléture algébrique

Définition 4.3.1 (Corps algébriquement clos)
Un corps K est dit algébriquement clos si il vérifie l'une des conditions équivalentes suivantes :

(i) tout polynéme de K[X] non constant admet une racine dans K ;
(i) tout polynéme non nul de K[X] est scindé sur K;
(iii) tout polynéme irréductible de K[X] est de degré 1;

(iv) toute extension algébrique de K est isomorphe a K;

(v) toute extension finie de K est isomorphe a K.

1. Et ludique!
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Définition 4.3.2 (Cloture algébrique)
Un cloture algébrique d’un corps K est une extension algébrique de K qui est un corps algébrique-
ment clos.

Lemme 4.3.1
Soit Q/K une extension algébrique telle que tout polynome non nul de K[X] soit scindé sour Q.
Alors Q) est un corps algébriqguement clos (et donc une cloture algébrique de K).

DEMONSTRATION : Soit L/Q une extension algébrique. Démontrons que L = Q. Si o € L, alors «
est algébrique sur  qui est algébrique sur K donc « est algébrique sur K, i.e 3P € K[X]\ {0} tel
que P(a) = 0. Or, par hypotheése, il existe A € K et S1,..., 84 €  tel que :

d

P=aT[(x - 5)

i=1

Or « est racine de P donc il existe un indice 1 < i < d tel que a = §; € Q. D’ou le résultat.

Le théoréme qui suit fut énoncé par Jean le Rond D’Alembert et démontré par Johann Carl
Friedrich Gauss :

Théoréme 4.3.1 (D’Alembert—Gauss)
C est algébriquement clos.

DEMONSTRATION : Se référer & un cours d’analyse complexe (par exemple).

Corollaire 4.3.1.1
Le corps Q des nombres complexes algébriques est une cloture algébrique de Q.

DEMONSTRATION : Soit P € Q[X]\ {0}. Par théoréme de D’Alembert-Gauss, P est scindé sur C.
Or, par définition de Q, les racines de P sont dans Q. De fait, P est scindé sur Q, d’ou le résultat
par lemme 4.3.1.

Proposition 4.3.2 (Steinitz)
Soit K un corps.
Alors :
(1) K admet une cléture algébrique ;

(i) deux clotures algébriques de K sont K—isomorphes.

DEMONSTRATION : ADMIS (utilise le lemme de Zorn).

4.4 Eléments algébriques séparables

Définition 4.4.1 (Eléments séparables)
Soit k un corps.

(i) Un polynome P € k[X]|\ {0} est dit séparable si ses racines (dans un corps de décomposition
ou une cloture algébrique de k) sont simples (i.e de multiplicité 1).

(i) Un élément o algébrique sur k (dans une extension de k) est dit séparable (sur k) si son
polynome minimal sur k [’est.

Proposition 4.4.1

Soit k un corps.

Soient P, Q € k[X]\ {0}.
Alors :

(i) si Q est séparable et si P|Q, P est séparable ;

(ii) si P est séparable, ses facteurs irréductibles dans k[X] sont de multiplicité 1 (on dit que P
est sans facteur carré dans k[X]).

Proposition 4.4.2

Soient K/k et L/K deuz extensions de corps.

Soit « € I un élément algébrique séparable sur k.

Alors a est algébrique séparable sur K et son polynéme minimal sur K divise son polyndéme minimal
sur k.
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Exemple : Soit k& un corps de caractéristique 2. On considére le polynéme P := X? + ¢, avec
t € k non carré dans k. Si a est une racine de P dans une extension de k, alors o =t donc (par
relation de Frobénius) P = (X + «)2. Ainsi, a est racine double de son polynome minimal donc
est inséparable sur k et P est irréductible dans k[X] mais inséparable.

Définition 4.4.2 (Caractéristique d’un anneau)

Soit A un anneau (commutatif).

On appelle caractéristique de A 'unique générateur positif du noyau de l'unique morphisme d’an-
neau p : Z — A. On note cette quantité car(A).

(] On a alors :
Im(p) = Z/car(A)Z

Caractéristique d’un corps :
Soit k un corps de caractéristique p. D’apreés la remarque ci—dessus, Z/nZ est intégre. On doit donc
distinguer deux cas.

— Cas 1 : p = 0. Le morphisme ¢ : Z < k se prolonge en un unique plongement j : Q — k
donc k est une extension de Q. Le corps j(Q) est alors le plus petit sous—corps de k, appelé
sous—corps premier de k.

— Cas 2 : p est un nombre premier positif. Alors :

o(Z) = Z[pZ — k

©(Z) est alors le plus petit sous—corps de k, appelé corps premier de k. On peut ainsi voir
k comme une extension de F,, := Z/pZ. Dans ce cas, F': x — 2P est un k—endomorphisme de
k, appelé endomorphisme de Frobénius (cette derniére propriété est vraie dans tout anneau
commutatif de caractéristique p). Comme k est un corps, F' est injectif : tout élément de k
admet au plus une racine p—iéme.

Proposition 4.4.3 (Dérivation des polynémes)
Soit A un anneau (commutatif).

On définit :
D : A[X] — A[X]
d d
P=> aX*— P =) kaX*!
k=0 k=1
Alors :

(i) D est A-linéaire et nulle sur A ;
(i) VP,Q € A[X], (PQ) = P'Q+ PQ’;
(iii) VP € A[X], Vn > 1, (P") = nP"" 1P’ ;

(iv) sicar(A) =0, alors D est surjective si A est un corps et :
Ker(D) = A
(v) si car(A) est un nombre premier positif p, alors XP~! ¢ Im(D) et :
Ker(D) = A[X7]

Proposition 4.4.4
Soit K/k une extension de corps.
Soit a € K.
Soit P € k[X].
Alors :
(i) a est racine simple de P < P(a) =0 et P'(a) #0;

(ii) P est séparable < P et P’ sont premiers entre eux dans k[X].

DEMONSTRATION :

(1) Immediat.
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(1) Soit © une cloture algébrique de k. Alors :

P et P’ sont premiers entre eux dans k[X] < P et P’ sont premiers entre eux dans Q[X]
& P et P’ sont sans racine commune dans
< P est sans racine multiple dans €
& P est séparable

Proposition 4.4.5
Soit k un corps.
Soit a € k*.

Soitn > 1.

Alors :

(i) X™ — a est séparable < car(k){n < nly #0;
(i) sicar(k) =p >0,
(a) si il existe o € k tel que a = o, alors (par relation de Frobénius) XP —a = (X —a)? ;

(b) sia n’est pas une puissance p—iéeme dans k alors XP —a est irréductible et non séparable.

Proposition 4.4.6
Soit k un corps.
Soit P € k[X] un polynome irréductible.
Alors :
P est séparable < P #£0

DEMONSTRATION :

P est séparable < pged(P, P') =1
& PP

La derniére équivalence provient du fait que comme P est irréductible, pour tout polynome
Q@ € k[X] ou bien pged(P, Q) =1 ou bien P|Q. De fait :

P est inséparable < P’ est un multiple de P
p=0
Corollaire 4.4.6.1
Soit k un corps.

Soit P € k[X] un polynome irréductible.
Alors :

(i) sicar(k) =0, P est séparable;
(i) sicar(k)=p>0, ona:

P est inséparable < P € k[X]?

& il existe une extension L/k telle que P soit une puissance p—iéme dans L[X]

DEMONSTRATION :
(i) Trivial : en caractéristique 0, la nullité de P’ est équivalente au fait que P est constant.
(iil) PP=0& Pek[X]P ie:
P = ZaiXip, les a; € k
i=0
Soit L/k une extension dans laquelle chaque a; admet une racine p-iéme «a; (e.g L = k[X]/
[[,(X?P —a;)). Alors, dans L[X] on a, "par la magie de Frobénius" :

P = Z(aiXi)p = (Z aiXi>

1=

D’ou le résultat.



66 CHAPITRE 4. RACINES

Définition 4.4.3 (Corps parfait)
Soit k un corps.
On dit que k est un corps parfait s’il vérifie 'une des conditions équivalentes suivantes :

(i) tout polynéme irréductible de k[X] est séparable ;

(ii) tout élément algébrique sur k y est séparable.

Proposition 4.4.7
Soit p un nombre premier positif.

(i) tout corps algébriquement clos est parfait ;
(i) toute extension algébrique d’un corps parfait est un corps parfait ;
(111) tout corps de caractéristique nulle est parfait ;

(iv) si k est un corps de caractéristique p, alors :

k est parfait < le morphisme de Frobénius F : x — xP est surjectif
< F € Auty(k)

& tout élément de k y admet une unique racine p—iéme

DEMONSTRATION :
(¢) Trivial (les irréductibles sont de degré 1).

(74) Soit k un corps parfait et K/k une extension algébrique. Tout élément de K est algébrique
sur k donc y est séparable car ce dernier est parfait, donc est séparable sur K. Quod erat
demonstrandum.

(747) Immeédiat car irréductible implique séparable en caractéristique nulle.

(iv) — Si il existe P € k[X] irréductible et inséparable, alors on sait (corollaire 4.4.6.1) que
P € k[XP]. Or, si tous les coefficients de P admettait une racine p—iéme dans k, P serait
une puissance p—iéme et donc non irréductible. De facto, F' n’est pas surjectif.

— Si F n’est pas surjectif, il existe a € k n’admettant pas de racine p—iéme dans k. De fait
XP —q est irréductible et inséparable d’aprés le corollaire 4.4.6.1. Donc k n’est pas parfait.

Corollaire 4.4.7.1
Tout corps fini est parfait.

DEMONSTRATION : Par argument de cardinal, le morphisme de Frobénius est bijectif dans tout
corps fini car injectif.

Remarque :

1. Si k est un corps de caractéristique p > 0, alors k(T') est non parfait car T' n’y est pas une
puissance p—iéme.

2. Etant donné un corps non parfait,on peut 1’étendre (resp. le "réduire") en un corps parfait
via cloture algébrique (resp. corps premier).



Chapitre 5

Théorie de Galois

5.1 Plongements d’une extension finie dans une cléture al-
gébrique

Définition 5.1.1 (Degré séparable)

Soit K un corps.

Soit Q0 une cloture algébrique de K.

Pour toute extension finie L/K, on appelle degré séparable de L/K la quantité :

d (L/K) := card (Homg (L, £2))

[a (L/K) est de fait le nombre de K—plongements de L dans Q. Comme deux clotures algébriques
de K sont K-isomorphes, d(IL/K) ne dépend pas de €.

Proposition 5.1.1
Soit L/K une extension finie.
Alors :
d(L/K) >1

DEMONSTRATION : Comme d(L/K) ne dépend pas de 2, on peut prendre pour ) une cloture
algebrique de L (car L/K est finie).

Cas monogéne :
Supposons que L = K(a) = K[X]/(P), avec P irréductible. Alors, si {2 est une cloture algébrique
de K et si on note Racq(P) I'ensemble des racines de P sur 2, on a :

Homg (L, ©2) = Racq(P)

Et donc :
1 <d(L/K) < deg(P) =[L:K]

On a de plus égalité a droite si et seulement si P n’a que des racines simples dans €, i.e est
séparable sur K, ce qui équivaut & dire que « est.

Lemme 5.1.1
Soient L/K et M/IL deuz extensions finies.
Alors :
d(M/K) = d(M/L)d(L/K)

De plus, tout K—plongement de I dans une cloture algébrique de K se prolonge a M.

DEMONSTRATION : Soit Q une cloture algébrique de K. On définit r : Homg (M, 2) — Homg (L, 2)
par 7(f) := f|,. Pour tout j € Homg(L, ), r~*({j}) est le nombre de plongements de M dans 2
induisant j sur L, i.e le nombre de prolongements K—linéaires de j & M. De fait :

r~1({j}) = Homy, (M, (£, j))

67
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De plus, (€2, j), vue comme L-algébre est une cloture algébrique de L. De fait, co card(r~1({j})) = d(M/
L) > 1 donc r est surjective. In fine :

dM/K)= Y card(r™'({j})) = d(M/L)d(L/K)

j€Homg (L,Q) =d(M/L)

D’ou le résultat.

Proposition 5.1.2 (Extension (finie) séparable)
Soit L/K une extension finie.
Alors :

1 <d(L/K) < [L: K]
On a de plus équivalence entre les propriétés suivantes :
(i) d(L/K) = [L:K];
(ii) L =K(aq,...,a,), avec ai, ..., o, séparables sur K ;
(iii) tout élément de L est séparable sur K.

Un extension vérifiant 'une de (et donc toutes) ces trois propriétés est dite séparable.
DEMONSTRATION : On procéde par récurrence sur n = [L : K] en utilisant le lemme 5.1.1.

Définition 5.1.2 (Extension algébrique séparable)
Une extension algébrique est dite séparable si chacune de ses sous—extensions finies l’est (i.e si
chacun de ses éléments ’est sur le corps de base).

Proposition 5.1.3
Soit K un corps.
Alors :

K est parfait < toute extension finie de K est séparable

& toute extension algébrique de K est séparable

Proposition 5.1.4 (Extension radicielle)
Soit L/K une extension finie.
Alors ’ensemble g des éléments de I séparables sur K est un sous—corps de L. et :

d(L/K) = [Lo : K]
De fait :
(i) d(L/K)[[L : K] ;
(i) d(L/Lg) = 1.

SiLy =K (i.e d(L/K) = 1), on dit que L/K est une extension radicielle*. Dans ce cas, [L : K]
est une puissance de p := car(K) et :

VaEL,ESZO,apSEK

Exemple : Soit K un corps non parfait et soit a € K sans racine p-iéme dans K. Alors
L := K[X]/(XP? — a) est une extension radicielle de degré p de K vérifiant d(IL/K) = Racq(P) = 1.
5.2 Automorphismes, extensions galoisiennes

[] Si L/K est une extension de corps, on notera Aut(L/K) := Autg(L) 'ensemble des K-
automorphismes de L, i.e ’ensemble des automorphismes du corps L induisant I'identité sur K < L.

1. On parle aussi outre—-Manche de "purement inséparable".
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Exemples :
1. Aut(C/R) = {id¢, z — Z}.

2. Si K est un corps , on montre que les K—automorphismes de K(7') sont de la forme :

al +b a b
R(T) »—)R<CT+d), avec (c d) € Gl (K)

D’ou :
PGl3(K) := Gl2(K)/K* = Autg (K(T'))

Proposition 5.2.1

Soit L/K une extension de corps.
Soit P € K[X]\ {0}.

Soit o € Endg(L).

Alors :

o (Racr, (P)) = Racy(P)

DEMONSTRATION : Découle immédiatement du fait que o est injective et que Racy(P) est un
ensemble fini. En effet, comme P € K[X], Vz € L, 0(P(z)) = P(0(z)) car o}, = idk.

[] Soit L/K une extension de corps et soit P € K[X]\ {0}. Si 0 € Aut(L/K), o ne fait que
permuter les racines de P sur L. De fait, on obtient une action du groupe Aut(L/K) sur I’ensemble
fini Racy,(P).

Corollaire 5.2.1.1
Soit L/K une extension algébrique.
Alors :

Endg (L) = Aut(L/K)

[] En revanche, dans Pextension transcendante K(7T')/K, 'endomorphisme R(T) — R(T?) n’est
pas surjectif.

Proposition 5.2.2
Soit L/K une extension finie.
Alors :

card (Aut (L/K)) < [L: K] < oo

De plus, si on a égalité, lextension L/K est séparable.

DEMONSTRATION : Soit  une cloture algébrique de L. Alors Aut(L/K) C Homg(L, ), d’ou le
résultat par proposition 5.1.2.

Définition 5.2.1 (Extension galoisienne, groupe de Galois)
Soit L/K une extension finie.
Alors lextension L/K est dite galoisienne si :

card (Aut (L/K)) = [L : K]

Dans ce cas, le groupe Aut (L/K) = Autg (L) est appelé groupe de Galois de L sur K. On le note
alors Gal(L/K).

Proposition 5.2.3
Une extension galoisienne est séparable.

Proposition 5.2.4 (Ordre du groupe de Galois)
Soit L/K une extension finie.
Alors le groupe de Galois Gal(L/K) est fini d’ordre L : K].
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Exemples :
1. L’extension C/R est galoisienne.
2. Plus généralement ...

— En caractéristique différente de 2, toute extension quadratique est galoisienne. En ef-
fet, une telle extension est (modulo isomorphisme) de la forme K(v/d), avec d non carré
dans K et donc posséde uniquement deux automorphismes : l'identité et la "conjugaison"
a+bvVd— a—bVd.

— Les contrées lointaines de caractéristique 2 abritent deux types d’extensions quadratiques :
celles du types K[X]/(X? —t), avec t non carré dans K, qui sont inséparables donc non
galoisiennes et celles de la forme K[X]/(X? + X + ¢), avec ¢ n’étant pas de la forme
c=u?+u, u € K. Ces derniéres possédent un automorphisme non trivial envoyant X sur
X + 1 et sont donc galoisiennes.

3. Q(¥/2)/Q n’est pas galoisienne. En effet, Aut(Q(v/2)/Q) = Racg(X>—2) et donc Aut(Q(3/2)/
Q) = {idg g3 }-
Proposition 5.2.5

Soit L/K une extension finie.
Les propriétés suivantes sont alors équivalentes :
(i) L/K est galoisienne ;
(i) L/K est séparable et tout K—plongement de . dans une cléture algébrique de I a pour image
L;
(i1i) L/K est séparable et tout polynome irréductible P € K[X] admettant une racine sur L est
scindé sur L ;

(iv) L est un corps de décomposition d’une polynéme séparable de K[X].

Exemples :

1. On considére I'extension L := @(\3/5) du corps Q et on pose a; = /2, as = jV2 et
as = j2{/2. Un cloture algébrique de L est alors le corps Q@ des nombres algébriques. Alors :
~ IL/Q ne vérifie pas la condition (i) car Autg(L) = Racy(X? — 2) = {V/2};

— L/Q ne vérifie pas la condition (4i) car le plongement (dans Q) défini par oy + az envoie
L sur Q(az2) #L;

— LL/Q ne vérifie pas la condition (ii) car X3 — 2 est irréductible sur Q et n’admet qu’une
seule racine dans I ;

— de fait, (iv) n’est pas non plus vérifiée ...

2. On conserve les notations du 1. et on pose M := Q(a, a2, a3) (de fait, M = Q(ay, j)). Alors
M est le corps de décomposition dans Q du polynome séparable sur Q X3 —2, donc I’extension
M/Q est galoisienne et [M : Q] = 6. De fait, G := Gal(M/Q) est d’ordre 6 et laisse stable
Pensemble R := {«a1, a2, a3} C M. On obtient donc, par action de G sur R, un morphisme
de groupes p: G — 6(R) = &3. Or, p est injectif car si o € Ker(p), o laisse stable les «; et
donc ¢ = idy. En conclusion, on a par égalité de cardinaux que :

G =63
Par exemple, la restriction 7 & M de la conjugaison complexe a pour image (dans G(R)) la
transposition p(7) = (a2 «3).

3. Une fois n’est pas coutume, conservons les notations des points précédents et posons E := Q(5).
Le groupe G laisse stable Pensemble T := {3, 7%} = Racc(X? + X + 1). On a de facto un
morphisme de groupes 0 : G — &(T) = &g, qui est surjectif car (1) = (5 j2). De plus,
comme le seul morphisme non trivial de &3 dans {—1,1} est la signature donc :

Vo € G, O'(]) :j<:>O'|E =idg
< p(o) est paire
& 0|, est I'identité ou un cycle d’ordre 3

De plus :

VoeG,o(j) =5« 0| est la restriction & £ de la conjugaison complexe
< p(o) est impaire

& 0|, st une transposition
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En conclusion, Vo € G, o(F) = E et o(L) # L en général.

Proposition 5.2.6 (Indice d’un sous—groupe)

Soit G un groupe fini.

Soit H un sous groupe de G.

On appelle alors indice de H dans G la quantité (G : H) := card(G/H). On a de plus :

card(G) = (G : H) card(H)

Lemme 5.2.1 (Artin)
Soit I un corps.
Soit G un sous groupe fini de Aut(L).
Soit K := {z € L|Vo € G, o(x) =z} (on note souvent? cet ensemble L.C).
Alors :
(i) K est un sous—corps de L ;
(ii) [L : K] = card(G).

En particulier, L/K est une extension galoisienne (donc finie) de groupe de Galois G.

Théoréme 5.2.7 (Correspondance de Galois)
Soit L/K une extension finie galoisienne.
Soit G le groupe de Galois de L/K.
Alors :
(i) pour tout sous—groupe H de G, 'ensemble L := {x € L|Vo € H, o(x) = z} est un sous—
corps de I contenant K et :

LA K] = (G: H) i.e[L:L"] = card(H)
(ii) pour tout sous—corps E de L contenant K, l’extension L/ E est galoisienne et :
Gal(L/E) ={o € G|Vz € E, o(z) =z}

(iii) les applications H — L7 et E s Gal(IL/E) sont des bijections réciproques, décroissantes pour
linclusion, entre l’ensemble des sous—groupes de G et celui des sous—corps de I contenant
K.

DEMONSTRATION :
(i) Découle du lemme 5.2.1.
(i4) Soit E un sous—corps de L contenant K. Comme LL/K est galoisienne, LL est corps de décom-

position d’un polynome séparable P € K[X], de fait il en est aussi le corps de décomposition
sur E et P est séparable sur E. Ainsi, L/F est galoisienne et :

Gal(L/E) ={oc € G|Vz € E, o(z) =z}

(#i7) 11 est clair que les deux applications considérées sont décroissantes.
— Si F est un sous—corps de L contenant K et que 'on pose E/ = LG2(/E) ] est trivial
que E C E’. Inversement, par définition de E’, on a que Aut(L/E’) = Aut(L/E). Ainsi,
[L: E]=[L: E’] (les deux extensions sont galoisiennes d’aprés le (i7)). De facto, on a bien
E=F.
— Inversement, si H est un sous—groupe de G, il est clair que H C Gal(LL/L*). De plus, on
a par le (i) que [L : L¥] = card H donc H = Gal(LL/L¥) d’ot le résultat.

Proposition 5.2.8 (Propriétés de la correspondance de Galois)
Soit L/K une extension (finie) galoisienne de groupe de Galois G.
Soient H et H' deux sous—groupes de G. On note (H, H') le sous—groupe engendré par HUHPrime.
Alors :

(Z) L(H,H') —L¥ N LHprime ;

(ii) LN — R(LF L7 ;
(iii) Yo € G, o(LM) = LoH7 " ;

(iv) LH /K est galoisienne < H < G. Dans ce cas, on a de plus :

Gal(L? /K) = G/H

2. Et en particulier lorsque ’on fait de la théorie des groupes.
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5.3 Applications aux extensions finies séparables

Dans ce tout paragraphe, on se donne un corps K et un cloture algébrique 2 de K. Pour
simplifier, toutes les extensions considérées seront considérées incluses dans €) et contenant K.

Proposition 5.3.1 (Enveloppe galoisienne)

Soit L/K une extension finie séparable.

Alors il existe une plus petite extension M/IL galoisienne sur K, appelée enveloppe galoisienne de
L.

DEMONSTRATION : On sait que L = K(aq,...,a,), avec les a; € Q de polynémes minimaux sur K
P; séparables. Il nous suffit alors de prendre pour M le corps de décomposition du ppcm des P;.

Proposition 5.3.2

Soit L/K une extension finie séparable.

Alors lenveloppe galoisienne M de L est lextension engendrée par U, cgom, 1.0) (L), i-e (avec
les notations de la démonstration de la proposition 5.3.1) par les (0(ai))1<i<n, ocHomy (L.Q)-

Définition 5.3.1 (Conjugués d’un élément séparable)

Soit a € Q un élément séparable sur K.

Soit P le polynome minimal (séparable) de o sur K.

Alors les racines de P sont appelés conjugués de o sur K. Il s’agit de fait des images de « par les
K-plongements de K(«) dans .

Proposition 5.3.3

Soit M/IL une extension galoisienne de groupe de Galois G.

Soit « € M C Q un élément séparable sur K.

Alors les conjugués de o sur K sont les g(a)) pour g € G, i.e les éléments de l'orbite de o sous
Uaction de G sur M.

Exemples :
1. Les conjugués de ¢ sur Q sont ¢ et —i.
2. Les conjugués de /2 sur Q sont v/2, jv/2 et j2/2.

Proposition 5.3.4
Soit L/K une extension finie séparable.
Alors lensemble des corps intermédiaires de L/K (i.e des sous—corps de L. contenant K) est fini.

DEMONSTRATION : D’aprés la proposition 5.3.1, on peut supposer que L/K est galoisienne. De fait,
par correspondance de Galois, I’ensemble des corps intermédiaires de IL/K est alors équipotent &
I’ensemble (fini!) de sous groupes de Gal(LL/K).

[l CETTE PROPRIETE EST FAUSSE DANS LE CAS INSEPARABLE !

En effet, si ’on se donne un corps k infini de caractéristique p > 0 et que I’on pose M := k(X,Y) et

K := k(XP,YP) (M/K est alors de degré p?), alors les corps (pour t € k) L; := K(X+tY) = k(XP,YP; X +ty)
sont des corps intermédiaires deux & deux distincts de M/K.

Proposition 5.3.5 (Structure du groupe des inversibles d’un corps fini)
Soit F un corps fini de cardinal q.
Alors le groupe (F*, X) est cyclique d’ordre g — 1.

Lemme 5.3.1

Soit K un corps infini.

Soit V un K-e.v.

Soient Wy, ..., W, &V des s—e.v strict de V.
Alors :

OWHAV

i=1

DEMONSTRATION : Récurrence sur n.
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Proposition 5.3.6 (Théoréme de 1’élément primitif)

Soit L/K une extension finie séparable.
Alors L/K est monogéne.

DEMONSTRATION :
— Si K est fini, alors L aussi et donc, d’aprés la proposition 5.3.5, le groupe L™ est cyclique.
De fait, L/K est bien monogéne.
— Dans le cas contraire, on remarque que :

L= [JK()

a€cll

Par proposition 5.3.4, ’ensemble des K(«) est fini. En contraposant le lemme 5.3.1, on aboutit
donc & la conclusion que l'un d’entre eux est égal a L.

Exemple : L’extension Q(j, ¥/2) de Q est monogene égale & Q(j + V/2).

5.4 Corps finis

Définition 5.4.1 (Extension galoisienne cyclique)
Une extension galoisienne est dite cyclique si son groupe de Galois l’est.

Proposition 5.4.1

Soit p un nombre premier positif.

Soit Q un cloture algébrique du corps Fp, .= Z/pZ.
Alors :

(i) pour tout s € N*, il existe une unique (dans Q) extension de degré s de F?, notée Fps ;

(i) cette extension est galoisienne cyclique et :
Gal(F,: /F,) 2 Z/sZ

Via (amod s) +— (% : x — zP").

DEMONSTRATION :
— Donnons nous un corps fini F de caractéristique p. Un tel corps est nécessairement une
extension finie de ), et si on pose s := [F : F,] on a (au sens des espaces vectoriels) :

F IF;
Ainsi, ¢ := card(F) = p°.
Fixons nous & présent une cloture algébrique €2 de F. D’aprés la proposition 5.3.5, le groupe
F* est cyclique d’ordre g — 1. De fait :

VeeF*, 29 ' =1lieVeeF, 2% =z

Ce qui revient & dire que les ¢ — 1 (resp. q) éléments de F* (resp. F) sont racines de X971 —1
(resp. X7 — X). On a donc, du fait de leur degré, déterminé toutes les racines —qui sont de
plus simples— de ces deux polyndmes sur F. On en déduit les identités :

X' 1= [ X-a) et X - X =[][(X —a)
a€lFx a€lF

De facto, F est le corps de décomposition (dans Q) de X971 — 1 et X9 — 1. Par conséquent :

— F/F, est une extension galoisienne ;

F est le seul sous—corps & ¢ éléments de ;

- F={zeQ|z?=xa} donc F est le corps des invariants du morphisme de Frobénius "itérée"
©*(x € Q) > aP";

— si on note ¢ : & — Q le morphisme de Frobénius, alors ¢|, € Gal(F/F,) ;

— les points fixes de ¢}, sont les éléments de I,
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— le sous—groupe (y|,) engendré par |, dans Gal(F/IF,) vérifie F{¥1x) = F, et donc (par
correspondance de Galois) :
Gal(F/F,) = (¢,)

— F/F? est une extension galoisienne cyclique (au sens de la définition 5.4.1), plus précisément
Gal(F/IF,,) est un groupe cyclique d’ordre s engendré par ¢|,.

— Inversement, si on fixe s > 1 et g := p®, les invariants de ¢* forment un sous—corps de F’ C Q

qui est (par définition) ’ensemble des racines de X? — X. Or, ce polyndome est séparable (sa

dérivée vaut —1) donc posséde exactement ¢ racines dans 2, d’ou card F/ = ¢ = p®.

Corollaire 5.4.1.1
Soit p un nombre premier positif.
Soient s,t € N*,
Alors :
Fps C Fpt <~ S|t

t
Et dans ce cas Gal(Fy: /Fps) est un groupe cyclique d’ordre —.
s

Proposition 5.4.2
Soit p un nombre premier positif impair.
On a alors équivalence entre les propositions suivantes :

(i) —1 est un carré modulo p ;
(i1) p=1[4].

DEMONSTRATION : On sait qu’il existe une racine z de X2 + 1 dans une extension finie de F,. De
fait :
relF,sal =z

De plus, 22 = —1 # 1 car p # 2 et * = 1 donc z est d’ordre 4. Or, si a,b € Z on a :
2 =12 2% =14 b—a=0[4] car z est d’ordre 4

D’ou le résultat.

Exemple : —1 est un carré modulo 13, de racines 5 et —5. Ainsi :

X2 4+1=(X—5)(X+5) dans F;3



