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Chapitre 1Groupes, anneaux, 
orps et modules1.1 "Rappels" sur les ensembles quotientsDé�nition 1.1.1 (Relation binaire)Une relation binaire sur un ensemble E est une partie R de E × E.
✍ On notera en général xRy pour dire que (x, y) ∈ R.Dé�nition 1.1.2 (Classe d'équivalen
e)Soit E un ensemble et soit R une relation d'équivalen
e (i.e ré�exive, transitive et symétrique) sur
E.Pour x ∈ E, on appelle 
lasse d'équivalen
e de x modulo R l'ensemble :

x = {y ∈ E |xRy}Exemple fondamental : Soient E et F deux ensembles et soit f : E → F . On dé�nit alorsune relation d'équivalen
e (appelée relation asso
iée à f) sur E par :
R = {(x, y) ∈ E2 | f(x) = f(y)}Si x ∈ E, on a alors :

x = f−1 ({f(x)})Proposition 1.1.1Soit E un ensemble et soit R une relation d'équivalen
e sur E.Alors :(i) si x, y ∈ E, on a :
xRy ⇔ x = y ⇔ x ∩ y 6= ∅(ii) les 
lasses modulo R forment une partition de E (i.e sont des parties non vides deux à deuxdisjointes dont la réunion est égale à E) ;(iii) Inversement, toute partition π de E est l'ensemble des 
lasses modulo une unique relationd'équivalen
e dé�nie par :

Rπ =
{
(x, y) ∈ E2 | ∃C ∈ π, {x, y} ⊂ C

}Exemple : Dans le 
as où E = Z et où xRy ⇔ x ≡ y[3] alors on a trois 
lasses d'équivalen
esmodulo R :
0 = 3Z

1 = 1 + 3Z

2 = 2 + 3Z = −15



6 CHAPITRE 1. GROUPES, ANNEAUX, CORPS ET MODULESDé�nition 1.1.3 (Ensemble quotient, proje
tion 
anonique)Soit E un ensemble et soit R une relation d'équivalen
e sur E.Alors on note E/R l'ensemble des 
lasses d'équivalen
es modulo R, appelé ensemble quotient de
E par R.On a alors une appli
ation naturelle, appelée proje
tion 
anonique, πR : E → E/R dé�nie par :

∀x ∈ E, πR(x) = xProposition 1.1.2Soit E un ensemble et soit R une relation d'équivalen
e sur E.Alors :(i) πR est surje
tive (
ar les 
lasses modulo R sont non vides) ;(ii) la relation asso
iée à πR est R, i.e :
∀x ∈ E, x = π−1

R ({πR(x)})

☞ Toute relation d'équivalen
e R sur E est de la forme Rf , ave
 f : E → F une appli
ationsurje
tive. F et f dépendent alors de R.Dé�nition 1.1.4 (Compatibilité d'une relation et d'une appli
ation)Soient E et F deux ensembles.Soit R une relation d'équivalen
e sur E et soit f : E → F .Alors on dit que f et R sont 
ompatibles si pour tous x, y ∈ E, si xRy alors f(x) = f(y), i.e si fest 
onstante sur 
haque 
lasse modulo R.Exemples :1. R et πR sont toujours 
ompatibles.2. Une fon
tion f : R→ F est paire si elle est 
ompatible ave
 la relation "x = ±y".3. Une fon
tion f : R → F est T�périodique (T ∈ R) si elle est 
ompatible ave
 la relation"x− y ∈ TZ".Proposition 1.1.3 (Propriété universelle du quotient)Soient E et F deux ensembles.Soit R une relation d'équivalen
e sur E et soit ϕ : E → F .Les propriétés suivantes sont alors équivalentes :(i) ϕ et R sont 
ompatibles ;(ii) ϕ se fa
torise 1 par πR, i.e ∃ϕ : E/R→ F telle que :
ϕ = ϕ ◦ πRDe plus, lorsque 
'est le 
as, ϕ est unique.

✌ On résume souvent la proposition 1.1.3 par le diagramme suivant :
E

E/R

ϕ

∃!ϕ
	

F

πR

Le symbole "	" indique que le diagramme 
ommute, i.e que ϕ = ϕ ◦ πR.Démonstration :
(i)⇒ (ii) � Uni
ité. Soient ϕ et ϕ′ deux appli
ations véri�ant la 
ondition. Alors ϕ ◦ πR = ϕ′ ◦ πR etdon
 (modulo l'axiome du 
hoix), 
omme πR est surje
tive on a que ϕ = ϕ′.1. On dit parfois "passe au quotient".



1.1. "RAPPELS" SUR LES ENSEMBLES QUOTIENTS 7� Existen
e. Si ξ ∈ E/R, remarquons que ϕ est 
onstante sur ξ. On peut don
 dé�nir ϕ(ξ)
omme la valeur de ϕ sur 
ette 
lasse (
e qui est possible 
ar, rappelons�le, les 
lassesd'équivalen
e sont non vides). De plus, si x ∈ E alors :
ϕ (πR(x)) = ϕ(x) = ϕ(x) en parti
ulier.D'où le résultat.

☞ Les seules propriétés de πR que nous avons utilisées i
i sont sa surje
tivité et le fait que larelation d'équivalen
e qui lui est asso
iée est R. Autrement dit, toute appli
ation de E dans unensemble quel
onque ayant 
es propriétés peut "servir de quotient par R". Par exemple, pour
n ≥ 1, l'ensemble Z/nZ peut être dé�ni 
omme le "quotient" de Z par l'appli
ation qui à un entierasso
ie le reste de sa division eu
lidienne par n.Dé�nition 1.1.5 (Groupe)Soit G un ensemble et soit ∗ une loi de 
omposition interne (LCI) sur G, i.e une appli
ation de
G×G dans G.Alors on dit que le 
ouple (G, ∗) est un groupe si :(i) la loi ∗ est asso
iative, i.e :

∀x, y, z ∈ G, x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z(ii) G possède un élément neutre pour ∗, i.e :
∃eG ∈ G, ∀x ∈ G, eG ∗ x = x ∗ eG = x(iii) tout élément de G est inversible, i.e :
∀x ∈ G, ∃x̂ ∈ G, x ∗ x̂ = x̂ ∗ x = eGSi de plus ∗ est 
ommutative, i.e si ∀x, y ∈ G, x ∗ y = y ∗ x, on dit que G est abélien.

✍ Dans un groupe G, l'inverse d'un élément x est souvent noté x−1 (si la loi de G est notéemultipli
ativement) ou −x (si la loi de G est notée additivement).Dé�nition 1.1.6 (Loi quotient)Soit E un ensemble muni d'une relation d'équivalen
e ∼ de proje
tion 
anonique π et d'une LCI
∗ : E × E → E.Alors, on dit que ∗ passe au quotient par ∼ si il existe une LCI ∗ sur E/ ∼, appelée loi quotient,telle que π soit un morphisme de (E, ∗) dans (E/ ∼, ∗).
✖ Les ensembles (E, ∗) et (E/ ∼, ∗) ne sont pas né
essairement des groupes !Remarques :1. Si ∗ existe, elle est unique, 
ar si ξ = π(x), η = π(y) ∈ E/ ∼ alors né
essairement :

ξ∗η = π(x)∗π(y) = π(x ∗ y)2. Si il existe x, x′, y, y′ ∈ E tels que π(x) = π(x′) et π(y) = π(y′)mais véri�ant que π(x∗y) 6= π(x′∗y′),alors il n'existe pas de loi quotient ∗.3. Si la loi quotient existe, elle hérité de l'éventuelle asso
iativité/
ommutativité de ∗. De même,si e est un neutre pour ∗, π(e) en est un pour ∗ et si x, x′ sont symétriques pour ∗ alors π(x)et π(x′) le sont pour ∗.Proposition 1.1.4Soit E un ensemble muni d'une relation d'équivalen
e ∼ de proje
tion 
anonique π et d'une loi de
omposition interne (LCI) ∗ : E × E → E.Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :(i) ∗ passe au quotient pour ∼ ;



8 CHAPITRE 1. GROUPES, ANNEAUX, CORPS ET MODULES(ii) ∗ et ∼ sont 
ompatibles, i.e pour tous x, x′, y, y′ ∈ E tels que x ∼ x′ et y ∼ y′ alors
x ∗ y ∼ x′ ∗ y′.Démonstration :

(i)⇒ (ii) Soient x, x′, y, y′ ∈ E tels que x ∼ x′ et y ∼ y′. Alors on a π(x) = (x′) et π(y) = (y′) don

π(x)∗π(y) = π(x′)∗π(y′) 
e qui implique que π(x ∗ y) = π(x′ ∗ y′), don
 x ∗ y ∼ x′ ∗ y′.

(ii)⇒ (i) Comme ∗ et ∼ sont 
ompatibles, si on �xe ξ, η ∈ E/ ∼ l'appli
ation (x, y) 7→ π(x ∗ y) est
onstante sur ξ × η. On peut alors dé�nir ξ∗η 
omme la valeur de 
ette appli
ation. Onobtient alors une LCI sur E/ ∼ telle que π soit un morphisme de (E, ∗) dans (E/ ∼, ∗).
✌ Cal
uler dans E/ ∼ revient don
 à 
al
uler dans E en traitant la relation ∼ 
omme une égalité.1.2 Groupes quotientsDé�nition 1.2.1 (Sous�groupe)Soit (G, ∗) un groupe.On dit que H ⊂ G est un sous�groupe de G si ∗ induit sur H une stru
ture de groupe, i.e si :(i) eG ∈ H ;(ii) ∀x, y ∈ H, x ∗ y−1 ∈ HDé�nition 1.2.2 (Morphisme de groupes, noyau, image)Soient (G, ∗) et (H, ⋄) deux groupes.Une appli
ation f : G→ H est alors appelée morphisme de groupes (de G sur H) si elle véri�e la
ondition suivante :

∀x, y ∈ G, f(x ∗ y) = f(x) ⋄ f(y)On dé�nit le noyau de f de la façon suivante :
Ker(f) := {x ∈ G | f(x) = eH} ⊂ GOn appelle image de f l'ensemble suivant :

Im(f) := {f(x) |x ∈ G} ⊂ H

☞ Ainsi, ∀x ∈ G, f(x∗eG) = f(eG)⋄f(x) et don
 f(eG) = eH . De plus, f(x∗x−1) = f(x)⋄f(x−1)don
 f(x)−1 = f(x−1).
✍ On note End(G) l'ensemble des endomorphismes du groupe G (i.e des morphismes de G surlui�même).Soit ∼ une relation d'équivalen
e sur G, de proje
tion 
anonique π. Alors, si ∼ est 
ompatibleave
 la loi de G, π est un morphisme surje
tif vers la loi quotient, 
e qui entraîne que l'ensemble
G/π est un groupe d'élément neutre π(eG).De plus, ∼ est la relation asso
iée à π, i.e :

∀x, y ∈ G, x ∼ y ⇔ π(x) = π(y)En parti
ulier,
Kerπ = π−1 ({π(eG)}) = eGAinsi, eG est un sous�groupe de G.Proposition 1.2.1Soient G et H deux groupes.Soit f : G→ H un morphisme.Alors la relation asso
iée à f est déterminée par Ker f , i.e si x, y ∈ G on a :

f(x) = f(y)⇔ xy−1 ∈ Ker f ⇔ x−1y ∈ Ker f

✍ Ainsi, si x ∈ G, on a :
x = f−1 ({f(x)}) = xKer(f) = Ker(f)xEn parti
ulier :
∀x ∈ G, xKer(f)x−1 = Ker(f) (1.1)



1.2. GROUPES QUOTIENTS 9Dé�nition 1.2.3 (Sous�groupe distingué)Un sous�groupe N d'un groupe G est dit distingué (dans G) si l'une des trois 
onditions équivalentessuivantes est véri�ée 2 :(i) ∀x ∈ G, ∀n ∈ N, xnx−1 ∈ N ;(ii) ∀x ∈ G, xNx−1 = N ;(iii) N est invariant par les automorphismes intérieurs (i.e de la forme g 7→ xgx−1) de G.
✍ On note alors N ⊳G.Remarques :1. D'après (1.1), si f : G→ H est un morphisme de groupes, alors Ker(f)⊳G.2. Toute relation d'équivalen
e 
ompatible ave
 la loi d'un groupeG est de la forme "xy−1 ∈ N",ave
 N = eG ⊳G.Exemples :1. Pour tout groupe G, on a {eG}⊳G et G⊳G.2. Si G est un groupe abélien, tout sous�groupe y est distingé (la ré
iproque est fausse).3. Si K est un 
orps, alors SLn(K)⊳GLn(K) 
ar SLn(K) = Ker(det). Par 
ontre :

Dn(K) := {diag(λ1, . . . , λn) |λ1, . . . , λn ∈ K∗} ⋪ GLn(K)En e�et, une matri
e diagonalisable n'est pas né
essairement diagonale (on a un résultatsimilaire pour les matri
es triangulaires).Proposition 1.2.2Soit G un groupe et soit N ⊳G.Alors :(i) si x, y ∈ G, on a :
xy−1 ∈ N ⇔ x−1y ∈ N1. la relation "xy−1 ∈ N" est une relation d'équivalen
e sur G 
ompatible ave
 sa loi. Pour
ette relation, on a ∀x ∈ G :

x = xN = NxDémonstration :(i) Soient x, y ∈ G. Alors :
xy−1 ∈ N ⇔ x ∈ Ny

⇔ x ∈ yN 
ar yNy−1 = N

⇔ y−1x ∈ N
⇔ x−1y = (y−1x)−1 ∈ N(ii) Contentons�nous de véri�er la 
ompatibilité. Si x, y, x′, y′ ∈ G, ave
 x ∼ x′ et y ∼ y′ ; i.e

∃α, β ∈ N, xx′−1
= α, yy′−1

= β ; alors x = αx′ et y = βy′ don
 xy(x′y′)−1 = αx′βx′−1, 
equi permet de 
on
lure.Dé�nition 1.2.4 (Groupe quotient)Soit G un groupe et soit N ⊳G.Alors le quotient de G par la relation d'équivalen
e modulo N (i.e "xy−1 ∈ N") muni de la loiquotient est un groupe, appelé groupe quotient de G par N .
✍ On note 
e groupe G/N .On a alors un morphisme π : G→ G/N surje
tif et de noyau N . On en déduit que tout sous�groupe distingué est le noyau d'un morphisme de groupes, 
e qui nous fournit une ré
iproque à(1.1).2. Le le
teur taquin remarquera que 
ela ne veut rien dire : soit les trois le sont, soit au
une ne l'est !



10 CHAPITRE 1. GROUPES, ANNEAUX, CORPS ET MODULESRemarque : Si H est un sous�groupe d'un groupe G, alors "x−1y ∈ H" (resp. "xy−1 ∈ H")est une relation d'équivalen
e sur G véri�ant que pour x ∈ G, x = xH (resp. Hx). Si H ⋪ G,
es deux relations sont di�érentes et non 
ompatibles ave
 la loi de groupe : elles engendrent don
deux ensembles quotients, notés G/H (pour les 
lasses "xH") et H\G (pour les 
lasses "Hx").Proposition 1.2.3 (Propriété universelle du groupe quotient)Soient G et Γ deux groupes.Soit N ⊳G et ϕ : G→ Γ un morphisme de groupes.Alors, les trois 
onditions suivantes sont équivalentes :(i) ϕ(N) = {eΓ} ;(ii) N ⊂ Kerϕ ;(iii) Il existe un morphisme ϕ : G/N → Γ tel que :
ϕ = ϕ ◦ πOù π est la proje
tion 
anonique sur G/N .Dans 
e 
as, le morphisme ϕ est unique et véri�e :

Imϕ = Imϕ et Kerϕ = π (Kerϕ) = Kerϕ/N

✌ Une fois n'est pas 
outume, 
ette propriété peut�être résumée par un joli diagramme 
ommutatif :
G

G/N

ϕ

∃!ϕ
	

Γ

π

Démonstration : Seule l'impli
ation (ii) ⇒ (iii) mérite que l'on s'y attarde. Si l'on a
x, y ∈ G tels que xy−1 ∈ N alors xy−1 ∈ Ker(ϕ), don
 ϕ(x) = ϕ(y) par propriété de morphisme.D'où l'existen
e de l'appli
ation ϕ d'après la proposition 1.1.3 appliquée à G,Γ et à l'égalité modulo
N . Cette appli
ation est de plus un morphisme 
ar si ξ, η ∈ G/N , on a par surje
tivité de π qu'ilexiste x, y ∈ G tels que ξ = π(x) et η = π(y), don
 :

ϕ(ξη) = ϕ(π(x)π(y))

= ϕ(π(xy))

= ϕ(xy)

= ϕ(x)ϕ(y)

= ϕ(ξ)ϕ(η)La �n de la démonstration est immédiate.
☞ Pour démontrer la proposition 1.2.3, on a seulement utilisé le fait que π est un morphismesurje
tif de noyau N .Corollaire 1.2.3.1Soient G et H deux groupes et soit f : G→ H un morphisme de groupes.Alors :

G/Ker(f) ∼= Im(f)Où le (honteux) symbole "∼=" dénote (tout aussi honteusement) l'existen
e d'un isomorphisme entre
es deux groupes.Démonstration : On applique la proposition 1.2.3 à N = Ker f et ϕ = f . On obtient ainsi unmorphisme f : x 7→ f(x) de même image que f et dont le noyau est Ker(f)/Ker(f) = {e}, 
e quifait d'elle une (fort sympathique) inje
tion. D'où le résultat.



1.3. ANNEAUX, IDÉAUX ET ANNEAUX QUOTIENTS 11Exemple : Soit f : (C,+) → (C∗,×) dé�nie par f(z) = e2iπz. f est alors un morphisme degroupes surje
tif de noyau Z, don
 on a que :
C/Z ∼= C∗La restri
tion de f à R nous livre de plus un isomorphisme entre R/Z et (U ,+), où U est le noyaudu morphisme (z ∈ C∗) 7→ (|z| ∈ R∗

+).Proposition 1.2.4 (Sous�groupes d'un groupe quotient)Soit G un groupe et soit N ⊳G. On note π la proje
tion 
anonique sur G/N .On a alors des bije
tions naturelles, ré
iproque l'une de l'autre, entre l'ensemble E des sous�groupesde G 
ontenant N et l'ensemble F des sous groupes de G/N . Ces bije
tions sont données par :
(H ∈ E) 7→ (H/N = π(H) ∈ F ) et (K ∈ F ) 7→ (π−1(K) ∈ E)De plus, si H ∈ E, on a que :

G/H ∼= (G/N)/(H/N) (1.2)Démonstration : Démontrons (1.2). Pour 
e faire, 
onsidérons le morphisme ρ ◦ π, où ρ : G/
N → (G/N)/(H/N) est la proje
tion 
anonique. Ce morphisme est surje
tif et son noyau est :

Ker(ρ ◦ π) = π−1 Ker ρ = π−1(H/N) = π−1 (π(H))Or, 
omme π est surje
tive, π−1 (π(H)) = H , d'où le résultat par le 
orollaire 1.2.3.1.1.3 Anneaux, idéaux et anneaux quotientsDé�nition 1.3.1 (Anneau unitaire)Soit A un ensemble et soient + et × deux LCI sur A.Alors on dit que le triplet (A,+,×) est un anneau (unitaire) si :(i) (A,+) est un groupe abélien (on note en général 0A � ou 0 � le neutre de 
e groupe) ;(ii) × est asso
iative ;(iii) × est distributive par rapport à +, i.e :
∀x, y, z ∈ A, x× (y + z) = x× y + x× z et (x + y)× z = x× z + y × z(iv) A 
ontient un élément neutre pour ×, noté en général 1A (ou 1).Si de plus la loi × est 
ommutative, on dit que A est 
ommutatif 3.Dé�nition 1.3.2 (Sous�anneau)Soit (A,+,×) un anneau (unitaire 4) et soit B ⊂ A.Alors on dit que B est un sous�anneau de A si 
elui�
i induit sur B une stru
ture d'anneau, i.esi :(i) 1A ∈ B ;(ii) ∀x, y ∈ B, x− y ∈ B ;(iii) ∀x, y ∈ B, xy ∈ B.Dé�nition 1.3.3 (Morphisme d'anneaux)Soient A et B deux anneaux.On dit qu'une appli
ation f : A→ B est un morphisme d'anneaux si elle véri�e que :(i) f est un morphisme de groupes de (A,+) dans (B,+) ;(ii) f(1A) = 1B ;(iii) ∀x, y ∈ A, f(xy) = f(x)f(y).On appelle noyau et image du morphisme f son noyau et son image en tant que morphisme degroupes.3. On ne parle pas d'"anneau abélien". Je ne suis pas sur qu'il y ait une raison profonde. C'est un peu 
ommemanger la bou
he ouverte : 
ela ne se fait pas.4. C'est la dernière fois que je l'é
rit. Désormais, ils le seront tous.



12 CHAPITRE 1. GROUPES, ANNEAUX, CORPS ET MODULESProposition 1.3.1Soit A un anneau.Alors :(i) il existe un unique morphisme (d'anneaux) de A dans l'anneau trivial {0} ;(ii) il existe un unique morphisme ϕ de Z dans A dé�ni par :
∀n ∈ Z, ϕ(n) := n1A = 1A + . . .+ 1A︸ ︷︷ ︸n foisProposition 1.3.2Soient A et B deux anneaux.Soit f : A→ B un morphisme (d'anneaux).Alors :(i) pour tout sous�anneau B′ de B, f−1(B′) est un sous�anneau de A ;(ii) pour tout sous�anneau A′ de A, f(A′) est un sous�anneau de B.Proposition 1.3.3 (Interse
tion de sous�anneaux)Toute interse
tion de sous�anneaux d'un même anneau en est un sous anneau.

✌ Par 
onvention, une interse
tion d'une famille de sous�anneaux indexée par l'ensemble vide estégale à l'anneau tout entier.Proposition 1.3.4 (Sous�anneau engendré par une partie)Soit A un anneau et soit S ⊂ A.Alors l'interse
tion de tous les sous�anneaux de A 
ontenant S est le plus petit sous�anneau de A
ontenant S. On l'appelle sous�anneau engendré par S.
✌ Une des
ription "par le bas" de 
et ensemble nous apprend qu'il est égal au groupe engendrépar S dans (A,+).Dé�nition 1.3.4 (Élément régulier)Soit A un anneau.Alors on dit qu'un élément α ∈ A est régulier 5 à gau
he si l'une 6 des 
onditions équivalentessuivantes est véri�ée :(i) l'appli
ation (x ∈ A) 7→ αx est inje
tive ;(ii) ∀x, y ∈ A, si αx = αy alors x = y ;(iii) ∀x ∈ A, si αx = 0 alors x = 0.On dé�nit symétriquement la notion d'élément régulier à gau
he.Dé�nition 1.3.5 (Élément inversible)Soit A un anneau.Alors on dit qu'un élément α ∈ A est inversible à gau
he (resp. à droite) si il existe β ∈ A tel que
βα = 1A (resp. αβ = 1A). S'il est inversible à droite et à gau
he, on dira simplement qu'il estinversible.
✖ Dire qu'un élément est inversible à gau
he signi�e qu'il faut le multiplier à gau
he par soninverse, faisant de lui l'élément de droite du produit, tandis que l'on ne peut simpli�er par unrégulier à gau
he que s'il se trouve à gau
he d'un produit.Exer
i
e :1. Démontrer que si un élément est inversible ses inverses à droite et à gau
he sont égaux.2. Démontrer qu'un inversible à gau
he est régulier à gau
he.Dé�nition 1.3.6 (Groupe des inversibles)L'ensemble des éléments inversibles d'un anneau A est un groupe pour la multipli
ation.
✍ On le note A×.5. On dit aussi "non�diviseur de zéro", mais 
ela revient à 
onsidérer que le verre est à moitié vide, non ?6. Oui, je sais . . .



1.3. ANNEAUX, IDÉAUX ET ANNEAUX QUOTIENTS 13Exemples :1. Z× = {−1, 1} ;2. R× = R[X ]× = R∗ ;3. Mn(R)× = GLn(R).
✌ Et l'anneau trivial me direz vous... Eh bien on a que :

{0}× = {0}Dé�nition 1.3.7 (Anneau intègre)Soit A un anneau.Alors on dit que A est intègre si :(i) A est 
ommutatif ;(ii) A est non trivial ;(iii) tout élément non nul de A est régulier.Dé�nition 1.3.8 (Corps)Soit A un anneau.Alors on dit que A est un 
orps si :(i) A est 
ommutatif ;(ii) A est non trivial ;(iii) tout élément non nul de A est inversible.
☞ On peut résumer (ii) et (iii) par : A× = A \ {0}.
✌ Si A ne véri�e que (ii) et (iii), on dit que 
'est un anneau à division.Exemples / exer
i
es en vra
 :1. Z et R[X ] sont intègres mais ne sont pas des 
orps ;2. Q, R, C et R(X) sont des 
orps ;3. si n ≥ 1, alors l'anneau Z/nZ est un 
orps si et seulement si n est premier ;4. un anneau intègre �ni est un 
orps ;5. tout sous�anneau d'un anneau intègre est intègre ;6. C0(R,R) n'est pas intègre ;7. si U est un ouvert 
onnexe de C, alors H(U) est un anneau intègre ;8. le produit de deux anneaux non nuls n'est jamais intègre. Non, vraiment.Dé�nition 1.3.9 (Idéal)Soit A un anneau et I ⊂ A.Alors on dit que I est un idéal à gau
he de A si :(i) (I,+) est un sous�groupe de (A,+) ;(ii) ∀a ∈ A, ∀x ∈ I, ax ∈ I.On dé�nit symétriquement la notion d'idéal à droite. Si I est un idéal à gau
he et à droite, onparle d'idéal bilatère.Exer
i
es :1. {0} et A sont des idéaux bilatères de tout anneau A, appelés idéaux triviaux.2. Si un idéal 
ontient un élément inversible, il est égal à l'anneau tout entier.3. Le noyau d'un morphisme d'anneaux est un idéal bilatère de l'ensemble de départ.4. Une interse
tion d'idéaux reste un idéal.5. Soit K un 
orps, E un K�e.v et F un s�e.v de E. Alors :(a) {u ∈ L(E) |u|F = 0} est un idéal à gau
he de L(E) ;(b) {u ∈ L(E) | Im(u) ⊂ F} est un idéal à droite de L(E)



14 CHAPITRE 1. GROUPES, ANNEAUX, CORPS ET MODULESSi E est de dimension �nie, 
e sont les seuls idéaux non bilatères de L(E). De plus, les seulsidéaux bilatères de L(E) sont L(E) et {0}Proposition 1.3.5 (Idéaux d'un anneau à division)Soit A un anneau à division.Alors ses seuls idéaux sont {0} et A.Proposition 1.3.6Soit A un anneau 
ommutatif non trivial. Alors :
A est un 
orps⇔ {0} etA sont les seuls idéaux de AProposition 1.3.7 (Idéal engendré par un élément, par une partie)Soit A un anneau.1. Soit α ∈ A. Alors αA (resp. Aα) est le plus petit idéal à droite (resp. à gau
he) 
ontenant

α. On l'appelle idéal à droite (resp. à gau
he) engendré par α. Si A est 
ommutatif, 
es deuxidéaux 
oin
ident, et on note l'idéal engendré par α (α).2. Soit S ⊂ A. Alors le plus petit idéal à gau
he 
ontenant S est l'ensemble :
{

n∑

i=1

aisi |n ≥ 1, (ai)i ∈ An, (si)i ∈ Sn

}On l'appelle idéal à gau
he engendré par S. On dé�nit de même l'idéal à droite engendré par
S.Remarques :1. L'idéal à droite (resp. à gau
he) engendré par un élément (ou une partie) est toujours égal àl'interse
tion des idéaux à droite (resp. à gau
he) 
ontenant 
et élément (ou partie).2. Un idéal engendré par un seul élément est dit prin
ipal.Proposition 1.3.8 (Anneau quotient)Soit A un anneau et soit ∼ une relation d'équivalen
e sur A.On a alors équivalen
e entre les propriétés suivantes :(i) ∼ est 
ompatible ave
 + et × ;(ii) il existe un anneau B et un morphisme (d'anneaux) ϕ : A → B tel que ∼ soit la relationasso
iée à ϕ ;(iii) ∼ est de la forme "x − y ∈ I", où I est un idéal bilatère de A qui est alors né
essairementégal à la 
lasse de 0 pour ∼.Dans 
e 
as, on peut munir A/ ∼ d'une stru
ture d'anneau induite par les lois quotients. Cequotient se note A/I est appelé anneau quotient de A par I. Notons que le groupe (A/I,+) estisomorphe au groupe quotient de (A,+) par (I,+).

☞ On obtient alors un morphisme naturel d'anneaux π : A→ A/I, surje
tif et de noyau I.Démonstration :
(i)⇒ (ii) Il su�t de poser B = A/ ∼ et d'appliquer la proposition 1.1.4.

(ii)⇒ (iii) Comme ϕ est un morphisme de groupes, la relation qui lui est asso
iée est "x − y ∈ Kerϕ,
e qui permet de 
on
lure (exer
i
e : véri�er que Kerϕ est un idéal bilatère de A).
(iii)⇒ (i) Trivial.Proposition 1.3.9Soient A et B deux anneaux.Soit I un idéal bilatère de A de proje
tion asso
iée π : A→ A/I.Soit f : A→ B un morphisme d'anneaux tel que :

f(I) = {0} i.e I ⊂ Ker(f)Alors il existe un unique morphisme f : A/I → B tel que :
f = f ◦ πDe plus,

Im(f) = Im(f) et Ker(f) = π (Ker(f)) = Ker(f)/I
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✌ Un petit diagramme 
ommutatif pour la route . . .

A

A/I

f

∃!f
	

B

π

Démonstration : Il su�t d'appliquer la proposition 1.2.3 à f vu 
omme morphismes degroupes.Proposition 1.3.10Soient A et B deux anneaux.Soit f : A→ B un morphisme d'anneaux.Alors :
A/Ker(f) ∼= Im(f)Démonstration : L'isomorphisme nous est livré par l'appli
ation x̂ 7→ f(x).Exemples :1. Soit f : (P ∈ R[X ]) 7→ (P (i) ∈ C). Alors f est un morphisme surje
tif de noyau (X2 + 1).Ainsi, on a :
R[X ]/(X2 + 1) ∼= CCe qui représente en fait la dé�nition du 
orps des 
omplexes.2. Constru
tion de R via les suites de Cau
hy rationnelles. Soit A l'anneau des suites de Cau
hyde rationnels. On a alors un morphisme d'anneau :
f : A→ R

u 7→ lim
n→∞

unLe noyau de f est l'ensemble J de suites de rationnels 
onvergeant vers 0, 
e qui nous livreun isomorphisme de R dans A/J , qui représente en fait la dé�nition du 
orps des réels.Proposition 1.3.11 (Idéal premier)Soit A un anneau 
ommutatif.Soit I un idéal de A.Alors :
A/I est intègre ⇐⇒ I est premier.Où un idéal I est dit premier si il véri�e :(i) I 6= A, i.e si 1 /∈ A ;(ii) ∀a, b ∈ A, si ab ∈ I, alors a ∈ I ou b ∈ I.Exemple : Un idéal nZ de Z est premier si et seulement si n = 0 ou n est premier.Proposition 1.3.12 (Idéal maximal)Soit A un anneau 
ommutatif.Soit I un idéal de A.Alors :
A/I est un 
orps ⇐⇒ I est maximal.Où un idéal I est dit maximal si il véri�e :(i) I 6= A, i.e si 1 /∈ A ;(ii) le seuls idéaux de A 
ontenant I sont A et I.



16 CHAPITRE 1. GROUPES, ANNEAUX, CORPS ET MODULESProposition 1.3.13 (Idéaux et sous�anneaux d'un anneau quotient)Soit A un anneau.Soit J un idéal à gau
he de A, de proje
tion 
anonique asso
iée π : A→ A/J .On a alors des bije
tions naturelles, ré
iproque l'une de l'autre, entre l'ensemble E des idéaux àgau
he de A 
ontenant J et l'ensemble F des idéaux à gau
he de A/J . Ces bije
tions respe
tentles in
lusions et les interse
tions et sont données par :
(I ∈ E) 7→ (I/J = π(I) ∈ F ) et (K ∈ F ) 7→ (π−1(K) ∈ E)On dispose du même type de résultat si J est un idéal à droite ou bilatère ou un sous�anneau de

A.Exemple : Les idéaux de Z/nZ sont les dZ/nZ, où d|n. Ainsi, on les idéaux de Z/6Z peuventêtre représentés par le s
héma suivant (les �è
hes représentent les in
lusions) :
Z/6Z

2Z/6Z 3Z/6Z

{0}Remarque : Sous les hypothèses de la proposition 1.3.13, si I est un idéal quel
onque de A,
π(I) est un idéal de A/J 
orrespondant (au sens de la proposition) à π−1 (π(I)) = I + J .1.4 Lemme de ZornDé�nition 1.4.1 (Élément maximal, plus grand élément)Soit (E,≤) un ensemble ordonné.Soit m ∈ E.Alors :(i) on dit que m est un élément maximal de E si :

∄x ∈ E \ {m}, m ≤ x1. on dit m est un plus grand élément de E si :
∀x ∈ E, x ≤ mDé�nition 1.4.2 (Ensemble indu
tif)Soit (E,≤) un ensemble ordonné.Alors on dit que E est indu
tif si toute partie totalement ordonnée (on dit aussi 
haîne) de E estmajorée dans E.Remarques :1. Un ensemble indu
tif est non vide. En e�et, ∅ est une 
haîne de E don
 y est majorée.2. Si E est totalement ordoné, l'indu
tivité est équivalente à l'existen
e d'un plus grand élément.Lemme 1.4.1 (Zorn)Tout ensemble indu
tif admet un élément maximal.Le lemme de Zorn est équivalent à l'axiome du 
hoix, que nous utiliserons dans toute la suitede 
e 
ours.



1.5. MODULES 17Axiome 1 (Axiome du 
hoix)Soit I un ensemble et soit (Ei)i∈I une famille d'ensembles tous non vides.Alors : ∏

i∈I

Ei 6= ∅Proposition 1.4.1Tout anneau 
ommutatif non trivial admet un idéal maximal.Démonstration : Soit A un anneau 
ommutatif non trivial. Soit E l'ensemble des idéaux stri
tsde A, i.e di�érents de A tout entier, ordonné par l'in
lusion. Alors E est un ensemble indu
tif. Ene�et, si C est une 
haîne de E, alors :Cas 1 : C = ∅. Alors {0} majore C dans E.Cas 2 : C 6= ∅. Alors, si on pose :
J :=

⋃

I∈C

I

J est un idéal de A 
ar C est totalement ordonnée pour l'in
lusion, et est stri
t ∀I ∈ C, 1 /∈ I(
ar A 6= {0}) don
 1 /∈ J .Corollaire 1.4.1.1Soit A un anneau 
ommutatif non trivial.Alors il existe un 
orps K tel qu'il existe un morphisme d'anneau surje
tif de A dans K.1.5 Modules
�

�

�

�
Dans tout 
e paragraphe, on se donne un anneau (A,+,×).Dé�nition 1.5.1 (Module)Un A�module à gau
he (resp. à droite) est un triplet (E,+, .) où :(i) (E,+) est un groupe abélien 7 ;(ii) . est une loi de 
omposition externe (LCE) à gau
he (resp. à droite), i.e une appli
ation dela forme ((λ, x) ∈ A× E) 7→ (λ.x ∈ E) (resp. x.λ) véri�ant :(a) ∀x, y ∈ E, ∀λ ∈ A, λ.(x+ y) = λ.x+ λ.y (resp. (x+ y).λ = x.λ+ y.λ) ;(b) ∀x ∈ E, ∀λ, µ ∈ A, (λ+ µ).x = λ.x+ µ.x (resp. x.(λ+ µ) = x.λ + x.µ) ;(
) ∀x ∈ E, 1A.x = x (resp. x.1A = x) ;(d) ∀x ∈ E, ∀λ, µ ∈ A, (λ× µ).x = λ.(µ.x) (resp. x.(λ × µ) = (x.λ).µ) ;

☞ On peut également dé�nir un A�module à gau
he 
omme un groupe abélien (E,+) muni d'unmorphisme d'anneaux ϕ : A→ (End(E),+, ◦).Pour démontrer que 
es deux dé�nitions sont équivalentes, il nous su�t dans un sens de poser
ϕ(λ) := x 7→ λ.x et dans l'autre de poser λ.x := ϕ(λ)(x) et de véri�er 8 que 
ela 
onvient.De façon symétrique, un A�module à droite peut être vu 
omme un groupe abélien (E,+) munid'un antimorphisme 9 d'anneaux ψ : A→ (End(E),+, ◦).Remarques :1. A et {0} sont des A�modules à droite et à gau
he.2. Tout groupe abélien (E,+) a une unique (pour une loi + donnée) stru
ture de Z�module.Ainsi, il y a 
orrespondan
e "bije
tive" entre groupes abéliens et Z�modules.3. Un module sur un anneau à division est appelé espa
e ve
toriel.Dé�nition 1.5.2 (Sous�module)Soit E un A�module à gau
he (resp. à droite).Soit F ⊂ E.Alors on dit que F est un sous�module de E si :(i) F 6= ∅ ;(ii) ∀x, y ∈ E, ∀λ ∈ A, λx+ y ∈ F (resp. xλ+ y ∈ F ).7. "+" n'est en général pas l'addition sur A (que l'on note pourtant de la même façon) !8. Ce qui est assez long . . .9. Ce qui signi�e que ψ(λ × µ) = ψ(µ) ◦ ψ(λ).



18 CHAPITRE 1. GROUPES, ANNEAUX, CORPS ET MODULESRemarques :1. E et {0} sont des sous�modules de E.2. Une interse
tion de sous�modules est un sous�module.Dé�nition 1.5.3 (Appli
ation linéaire)Soient E et F deux A�modules.Une appli
ation ϕ : E → F est dite A�linéaire si :(i) ϕ est un morphisme de groupes de (E,+) dans (F,+) ;(ii) ∀x ∈ E, ∀λ ∈ A, ϕ(λx) = λϕ(x).
✍ On note HomA(E,F ) l'ensemble des appli
ations A�linéaires de E dans F .Proposition 1.5.1Soient E et F deux A�modules.Alors :(i) (HomA(E,F ),+) est un groupe abélien ;(ii) (HomA(E,F ),+) est un A�module si A est 
ommutatif
✖ (HomA(E,F ),+) n'est PAS en général un A�module !Proposition 1.5.2Soient E et F deux A�modules.Soit f ∈ HomA(E,F ).Alors :(i) Ker(f) est un sous�module de E ;(ii) Im(f) est un sous�module de F ;(iii) si F ′ est un sous�module de F , alors f−1(F ′) est un sous�module de E ;(iv) si E′ est un sous�module de E, alors f(E′) est un sous�module de F .Proposition 1.5.3 (Quotient de modules)Soit E un A�module à gau
he.Soit F un sous�module de E.Alors il existe une unique stru
ture de A�module sur le quotient E/F telle que la proje
tion 
anon-ique π : E → E/F soit A�linéaire.Proposition 1.5.4 (Propriété universelle du module quotient)Soient E et F deux A�modules.Soit H un sous�module de E.Soit ϕ ∈ HomA(E,F ). On note π : E → E/H la proje
tion 
anonique.On a alors équivalen
e entre les propriétés suivantes :(i) H ⊂ Ker(ϕ) ;(ii) ∃!ϕ ∈ HomA(E/H,F ) tel que :

ϕ = ϕ ◦ π

✌ Résumons 
et propriété par un nouveau diagramme 
ommutatif 10 :
E

E/H

ϕ

∃!ϕ
	

F

π10. Avouez que 
ela vous manquait . . .



1.5. MODULES 19Reformulation de la proposition 1.5.4 :Soit :
ψ : HomA(E/H,F )→ HomA(E,F )

ϕ 7→ ϕ ◦ πAlors ψ induit un isomorphisme de groupes de HomA(E/H,F ) sur le sous�groupe de HomA(E,F )formé des morphismes nuls sur H .Corollaire 1.5.4.1Soient E et F deux A�modules.Soit ϕ ∈ HomA(E,F ).Alors :
E/Ker(ϕ) ∼= Im(ϕ)

✍ On rappelle que le symbole "∼=" dénote un isomorphisme pour les stru
tures 
on
ernées. I
i, onparle don
 d'isomorphisme A�linéaire.Proposition 1.5.5 (Sous�modules d'un quotient)Soient E un A�module.Soit H un sous�module de E de proje
tion 
anonique asso
iée π.On a alors des bije
tions naturelles, ré
iproque l'une de l'autre, entre l'ensemble U des sous modulesde E 
ontenant H et l'ensemble V des sous�modules de E/H. Ces bije
tions données par :
(F ∈ V ) 7→ (F/H = π(F ) ∈ V ) et (K ∈ V ) 7→ (π−1(K) ∈ U)Corollaire 1.5.5.1Soient E un A�module.Soit H un sous�module de E et F un sous�module de E 
ontenant H.Alors :

E/F ∼= (E/H)/(F/H)Proposition 1.5.6 (Sous�module engendré par une partie)Soit E un A�moduleSoit S ⊂ E.Alors l'interse
tion de tous les sous�modules de E 
ontenant S est le plus petit sous�module de E
ontenant S. On l'appelle sous�module engendré par S.Il est de plus égal à : {
n∑

i=1

λisi

∣∣∣∣∣ n ≥ 1, (λi)i ∈ An, (si)i ∈ Sn

}En parti
ulier, le sous�module engendré par la réunion de deux parties est égal à leur somme.
✍ On notera 
et ensemble 〈S〉A, voire 〈S〉 si l'on a pas froid aux yeux.Proposition 1.5.7 (Produit de modules)Soit I un ensemble et soit (Ei)i∈I une famille de A�modules à gau
he.Alors le produit (
artésien) E des Ei est muni d'une stru
ture de A�module à gau
he via lesopérations suivantes :(i) ∀x, y ∈ E, x+ y := (xi + yi)i∈I ;(ii) ∀x ∈ E, ∀λ ∈ A, λ.x := (λ.xi)i∈I .On a le même résultat pour une famille de modules à droite.
☞On rappelle que l'on a :

∏

i∈I

Ei =

{
x : I →

⋃

i∈I

Ei

∣∣∣∣∣ ∀i ∈ I, x(i) ∈ Ei

}



20 CHAPITRE 1. GROUPES, ANNEAUX, CORPS ET MODULESProposition 1.5.8Soit I un ensemble et soit (Ei)i∈I une famille de A�modules à gau
he.Alors les proje
tions pj et les appli
ations uj dé�nies 
i�après sont A�linéaires pour j ∈ I :
pj :

∏

i∈I

Ei → Ej uj : Ej →
∏

i∈I

Ei

(xi)i∈I 7→ xj x 7→ (δi,j .x)i∈IOn a le même résultat pour une famille de modules à droite.Dé�nition 1.5.4 (Somme dire
te)Soit I un ensemble et soit (Ei)i∈I une famille de A�modules.On appelle somme dire
te de (Ei)i∈I l'ensemble :
⊕

i∈I

Ei :=

{
(xi)i∈I ∈

∏

i∈I

Ei

∣∣∣∣∣ card ({i ∈ I |xi 6= 0}) <∞
}Proposition 1.5.9Soit I un ensemble et soit (Ei)i∈I une famille de A�modules.Alors :(i) ⊕i∈I Ei est un sous�module de ∏i∈I Ei ;(ii) ⊕i∈I Ei est le sous�module engendré par ∪j∈I Im(uj) ;(iii) Si les Ei sont tous égaux à un même module E, alors :

∏

i∈I

Ei = EIOn a de plus que :
⊕

i∈I

Ei = E(I) := {f : I → E | card (supp(f)) <∞}(iv) Si card(I) <∞, alors : ⊕

i∈I

Ei =
∏

i∈I

Ei = EIExemple : Soit A un anneau. AN est alors l'ensemble des suites d'éléments de A, tandis que
A(N) est l'ensemble des suites d'éléments de A nulles à partir d'un 
ertain rang.Proposition 1.5.10 (Propriété universelle du produit)Soit I un ensemble et soit (Ei)i∈I une famille de A�modules.Soit F un A�module.Soit (ϕi)i∈I une famille d'appli
ations telle que ∀i ∈ I, ϕi ∈ HomA(F,Ei).Alors :

∃!ϕ ∈ HomA

(
F,
∏

i∈I

Ei

)
, ∀i ∈ I, pi ◦ ϕ = ϕiDe fait, on a :

∀x ∈ F, ϕ(x) = (ϕi(x))i∈I

✌ Diagrammons . . .
F

Ej

Ek

El

∏
i∈I Ei

pj

pk

pl

ϕj

ϕk

ϕl

∃!ϕ



1.5. MODULES 21Corollaire 1.5.10.1Soit I un ensemble et soit (Ei)i∈I une famille de A�modules.Soit F un A�module.Alors :
HomA

(
F,
∏

i∈I

Ei

)
∼=
∏

i∈I

HomA(F,Ei)Et 
e via l'isomorphisme de groupes ϕ 7→ (pi ◦ ϕ)i∈I .
✖ Il n'existe pas de des
ription simple de HomA

(∏
i∈I Ei, F

) si I est in�ni. Par exemple,HomR(RN,R)
ontient des éléments non�des
riptibles : en parti
ulier, il existe une forme linéaire qui envoie 
haquesuite de la forme (0, . . . , 0, 1, 0 . . .) sur 1.Proposition 1.5.11Soit I un ensemble et soit (Ei)i∈I une famille de A�modules.Soit F un A�module.Soit (ϕi)i∈I une famille d'appli
ations telle que ∀i ∈ I, ϕi ∈ HomA(Ei, F ).Alors :
∃!ϕ ∈ HomA

(
⊕

i∈I

Ei, F

)
, ∀i ∈ I, ϕ ◦ ui = ϕiDe plus, ϕ est alors donnée par :

∀(xi)i∈I ∈
⊕

i∈I

Ei, ϕ ((xi)i∈I) =
∑

i∈I

ϕi(xi)Rappelons que 
ette somme est bien dé�nie 
ar la famille (xi)i∈I est presque nulle.Corollaire 1.5.11.1Soit I un ensemble et soit (Ei)i∈I une famille de A�modules.Soit F un A�module.Alors :
HomA

(
⊕

i∈I

Ei, F

)
∼=
∏

i∈I

HomA(Ei, F )Et 
e via l'isomorphisme de groupes ϕ 7→ (ϕ ◦ ui)i∈I .Proposition 1.5.12Soit E un A�module.Soient F et G deux sous�modules de E.On a alors équivalen
e entre les propriétés suivantes :(i) ((x, y) ∈ F ⊕G) 7→ (x+ y ∈ E) est un isomorphisme ;(ii) G ∩G = {0} et F +G = E ;(iii) la 
omposée suivante est un isomorphisme :
G →֒ E

π−→ E/F (1.3)Où "→֒" représente le morphisme d'in
lusion.Lorsque 
'est le 
as, on dit que F et G sont supplémentaires, ou que E est somme dire
te de F et
G.
✖ Il n'y a pas né
essairement existen
e du supplémentaire. Par exemple, 2Z n'en possède au
undans Z.Corollaire 1.5.12.1Soit E un A�module.Soient F et G deux sous�modules de E.Alors si F et G sont supplémentaires, il existe une "proje
tion 11" sur G parallèlement à F , i.eune appli
ation pG : E → G véri�ant :11. À ne pas 
onfondre ave
 les proje
teurs, dont nous parlerons plus tard . . .



22 CHAPITRE 1. GROUPES, ANNEAUX, CORPS ET MODULES(i) Ker(pG) = F ;(ii) pG|G = idG.Cette appli
ation passe alors au quotient en une appli
ation de E/F dans G qui est l'inverse del'isomorphisme (1.3).
☞ Notons que de fait pG est A�linéaire 
ar elle l'est sur deux supplémentaires.Dans 
e 
adre, on peut dé�nir une appli
ation 
omposée s 
omme suit :

s : E/F ∼= G →֒ E

z + F 7→ pG(z) 7→ pG(z)

s est alors une se
tion linéaire de π : E → E/F , i.e une appli
ation véri�ant :
π ◦ s = idE/F i.e ∀ξ ∈ E/F, s(ξ) ∈ ξAu �nal, on obtient que l'ensemble des supplémentaires de F dans E est équipotent à l'ensembledes se
tions linéaires de la proje
tion 
anonique.

✖ l'appli
ation f : Z/2Z dé�nie par f(0) = 0, f(1) = 1 est une se
tion non Z�linéaire de laproje
tion 
anonique.Dé�nition 1.5.5 (Proje
teur)Soit E un A�module.On appelle proje
teur de E toute appli
ation p ∈ HomA véri�ant :
p ◦ p = pDans le 
as où E est somme dire
te de deux sous�modules F et G, l'endomorphisme qG suivantest un proje
teur :

qG : E
pG−−→ G →֒ EOn obtient ainsi une bije
tion entre l'ensemble des dé
ompositions de E en somme dire
te dedeux sous�modules et les proje
teurs de E, via le mé
anisme suivant :

(F,G ⊂ E) 7→ qG et p 7→ (Ker(p), Im(p))1.6 Bases
�

�

�

�
Dans tout 
e paragraphe, on se donne un anneau (A,+,×).Dé�nition 1.6.1 (Module libre standard, base 
anonique)Soit I un ensemble.Alors :(i) A(I) est appelé module libre standard de base I ;(ii) la famille (ei)i∈I := ((δi,j)j∈I)i∈I est appelée base 
anonique de A(I).Exemple : Si I = N, on a :

∀n ≥ 0, en = (0, 0, . . . , 0, 1A︸︷︷︸
n

, 0, . . .)



1.6. BASES 23Remarques :1. Si A est non trivial, l'appli
ation i 7→ ei est inje
tive.2. Si x = (xi)i ∈ A(I), alors :
x =

∑

i∈I

xieiNotons que 
ette somme est bien dé�nie 
ar �nie.Proposition 1.6.1 (Propriété universelle du module libre standard)Soit E un A�module et soit I un ensemble.Soit v = (vi)i∈I ∈ EI .Alors :
∃!ϕv ∈ HomA

(
A(I), E

)
, ∀i ∈ I, ϕv(ei) = viCe qui implique que pour tout (λi)i ∈ A(I), on a :

ϕv ((λi)i) =
∑

i∈I

λiviDe plus, :
Im(ϕv) = 〈vi | i ∈ I〉 et Ker(ϕv) =

{
(λi)i ∈ A(I)

∣∣∣∣∣
∑

i∈I

λivi = 0

}Corollaire 1.6.1.1Soit E un A�module et soit I un ensemble.Alors :
HomA

(
A(I), E

)
∼= EIVia l'isomorphisme de groupes (et de A module si A est 
ommutatif) f 7→ (f(ei))i.Dé�nition 1.6.2 (Familles libre et génératri
e, base, module libre)Soit E un A�module à gau
he 12 et soit I un ensemble.Soit v = (vi)i∈I ∈ EI , d'appli
ation asso
iée ϕv (via la proposition 1.6.1).Alors :(i) on dit que v est une famille A�libre dans E si l'une 13 des 
onditions équivalentes suivantesest véri�ée :(a) ϕv est inje
tive ;(b) pour tout (λi)i ∈ A(I), on a l'impli
ation :

(
∑

i∈I

λivi = 0

)
⇒ (∀i ∈ I, λi = 0)(ii) on dit que v est une famille A�génératri
e de E si l'une des 
onditions équivalentes suivantesest véri�ée :(a) ϕv est surje
tive ;(b) 〈(vi)i〉 = E.(iii) on dit que v est une A�base de E si l'une des 
onditions équivalentes suivantes est véri�ée :1. ϕv est bije
tive ;2. v est libre et génératri
e.On dit que E est un A�module libre si il admet une base.Remarques :1. E est un module libre ⇔ E ∼= A(I).2. La base 
anonique e est une base du module libre standard et ϕe : A(I) → A(I) est l'appli-
ation identité.3. Une famille est libre si et seulement 
ha
une de ses sous�familles �nies l'est.4. Une famille libre est une base du sous�module qu'elle engendre (qui est don
 libre).12. Par sou
is de 
on
ision, nous nous limiterons au 
as des modules à gau
he. C'est politique.13. . . . et si vous arrêtiez de m'ennuyer ave
 ça, hein ?



24 CHAPITRE 1. GROUPES, ANNEAUX, CORPS ET MODULESExemples :1. A est un A�module libre, de base (1A).2. () est libre, et 〈()〉 = {0}.3. (Xn)n est une R�base de R[X ] mais pas de R [[X ]].4. Dans le Z�module ZN, la famille des en := (0, 0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
n

, 0, . . .), n ≥ 0 est libre mais n'estpas une base. En e�et, 〈(en)n〉 = Z(N).5. Z/2Z n'est pas un Z�module libre 
ar il ne 
ontient au
une famille Z�libre non vide.6. Q n'est pas un Z�module libre 
ar tout famille Z�libre y a au plus un élément.7. Tout {0}�module est libre, 
ar toute famille d'éléments d'un tel module en forme une {0}�base.Proposition 1.6.2 (Partie libre, partie génératri
e)Soit E un A�module et soit I un ensemble.Soit v = (vi)i∈I ∈ EI .Alors :(i) la propriété "v est génératri
e" ne dépend que du sous�ensemble {vi | i ∈ I} ⊂ E, 
e qui n'estpas le 
as de la propriété "v est libre". De fait, on dit que S ⊂ E est génératri
e si la famille
{x |x ∈ S} l'est 14 ;(ii) si S ⊂ E, on peut toujours l'indexer sans répétition, i.e la voir 
omme l'image d'une appli
a-tion inje
tive de I dans E. Si la famille ainsi 
onstruite est libre, on dit que S est une partielibre de E, 
e qui signi�e que S est libre si et seulement si pour tout n ∈ N, pour toute famille
s1 . . . sn d'éléments deux à deux distin
ts de S, pour tout (λi)i ∈ An on a l'impli
ation :

(
∑

i∈I

λisi = 0

)
⇒ (∀i ∈ I, λi = 0)Corollaire 1.6.2.1Soit E un A�module et soit I un ensemble.Soit v = (vi)i∈I ∈ EI .Alors :

v est libre ⇔ A = {0} ou {vi | i ∈ I} est une partie libre et i 7→ vi est inje
tiveDé�nition 1.6.3 (Partie libre maximale, génératri
e minimale)Soit E un A�module.Soit S ⊂ E.Alors :(i) on dit que S est libre maximale si :(a) S est libre ;(b) ∀x /∈ S, S ∪ {x} n'est pas libre ;(ii) on dit que S est génératri
e minimale si :(a) S est génératri
e ;(b) ∀x ∈ S, S \ {x} n'est pas génératri
e.Exemple :1. Les familles (1) et (1, 1) engendrent le même espa
e mais seule (1) y est libre.2. {2} est libre maximale dans le Z�module Z mais n'en forme pas une base.3. {2, 3} est génératri
e minimale dans le Z�module Z mais n'en forme pas une base.Lemme 1.6.1Soit E un A�module.Soient L une partie libre de E et X ⊂ E telles que L ⊂ X.Alors l'ensemble {L′ ⊂ E libres |L ⊂ L′ ⊂ X} est indu
tif.14. Les notions de famille et de partie génératri
e sont don
 
onfondues : nous identi�erons don
 à l'avenir 
esdeux types d'objets.



1.6. BASES 25Lemme 1.6.2Soit K un anneau à division.Soit E un K�e.v (à gau
he).Soit L une partie libre de E et soit x ∈ E.Si x /∈ 〈L〉 alors L ∪ {x} est libre.
✖ Ce résultat est faux sur un anneau quel
onque. Prendre par exemple le Z�module Z, la famille
L = {2} et x = 1.Démonstration : Si il existe une famille λ1 . . . λn de s
alaires, λ ∈ K∗ et x1 . . . xn ∈ 〈L〉 tels que :

n∑

i=1

λixi + λx = 0Alors x ∈ 〈x1 . . . xn〉 ⊂ 〈L〉 
e qui est absurde. D'où le résultat.Théorème 1.6.3 (Base in
omplète)Soit K un anneau à division.Soit E un K�e.v.Soient L une partie libre de E et G une partie génératri
e de E telles que L ⊂ G.Alors il existe une base B de E telle que :
L ⊂ B ⊂ GDémonstration : D'après le lemme de Zorn (lemme 1.4.1) et le lemme 1.6.1, il existe une partielibre maximale B 
ontenant L et in
lue dans G. Il ne nous reste plus qu'à démontrer que 〈B〉 = G.Soit x ∈ G. Alors, si x ∈ B, x ∈ 〈B〉. Sinon, B  B ∪ {x} ⊂ G. Or B ∪ {x} est non libre 
ar Best maximale, don
 le lemme 1.6.2 entraîne que x ∈ 〈B〉. D'où le résultat.Corollaire 1.6.3.1Soit K un anneau à division.Alors tout K�e.v admet une base.Démonstration : Prendre L = ∅ et G = E dans le théorème 1.6.3.Corollaire 1.6.3.2Tout A�module admet une partie libre maximale.Corollaire 1.6.3.3Sur un anneau à division, toute partie libre maximale est une base.Proposition 1.6.4Soient E,F deux A�modules.Soit ϕ ∈ HomA(E,F ) une appli
ation surje
tive.Alors si F est un module libre, ϕ admet une se
tion (i.e un inverse à droite) A�linéaire, i.e :

∃s ∈ HomA(F,E), ϕ ◦ s = idFDémonstration : Soit (ei)i∈I une base de F . Comme ϕ est surje
tive, l'axiome du 
hoix entraînequ'il existe une famille (vi)i ∈ EI telle que ∀i ∈ I, ϕ(vi) = ei.D'après la proposition 1.6.1, il existe s ∈ HomA(F,E) telle que ∀i ∈ I, s(ei) = vi, 
e qui signi�eque ϕ ◦ s et idF 
oïn
ident sur une famille génératri
e don
 sont égales.Corollaire 1.6.4.1Soit E un A�module.Soit H un sous�module de E.Si E/H est libre, alors H a un supplémentaire dans E et don
 :
E ∼= H ⊕ E/HCorollaire 1.6.4.2Soit K un anneau à division. Alors :(i) tout s�e.v d'un K�e.v admet un supplémentaire ;



26 CHAPITRE 1. GROUPES, ANNEAUX, CORPS ET MODULES(ii) tout appli
ation K�linéaire surje
tive admet une se
tion ;(iii) tout appli
ation K�linéaire inje
tive admet une rétra
tion (i.e un inverse à gau
he) ;
✖ Ga�e aux hypothèses 15 !1. La proje
tion 
anonique Z→ Z/2Z est surje
tive mais n'a pas de se
tion Z�linéaire.2. 2Z →֒ Z est Z�linéaire inje
tive mais n'a pas de rétra
tion.3. 2Z n'a pas de supplémentaire dans Z don
 Z n'est pas isomorphe à 2Z⊕ Z/2Z.
☞ Notons les deux 
hoses suivantes (A est i
i supposé non trivial) :1. Si un A�module admet une base in�nie, toutes ses bases le sont.2. Il existe un anneau A (non 
ommutatif) tel que le A�module A admette une base à deuxéléments, en plus de sa base usuelle (à un élément !) (1A) . . . Ce qui signi�e que :

A ∼= A⊕ A (en tant que A�module)Ce qui entraîne que :
∀n ≥ 1, A ∼= AnProposition 1.6.5Soit K un anneau à division.Soit E un K�e.v.Soit (e1 . . . ep) une famille libre (�nie) dans E.Soit (v1 . . . vn) une famille génératri
e (�nie) de E.Alors :

p ≤ nDémonstration : Démontrons par ré
urren
e sur p ≥ 0, à n ≥ 0 �xé que :
∀p ≥ 0, ∀E K�e.v, ∀(e1 . . . ep) famille libre dans E, ∀(v1 . . . vn) famille génératri
e de E, p ≥ n� Si p = 0, le résultat est trivial.� Supposons la propriété validée au rang p − 1 (p ≥ 0). Soient E un K�e.v, (e1 . . . ep) unefamille libre (�nie) dans E et (v1 . . . vn) une famille génératri
e (�nie) de E. Alors :

F := 〈e1 . . . ep−1〉  E 
ar ep /∈ FDe fa
to, l'un des vj , par exemple vn, n'est pas dans F . Don
, d'après le lemme 1.6.2, lafamille (e1, . . . , ep−1, vn) est libre. Par 
onséquent, la famille (e1, . . . , ep−1) est libre dans lequotient E/〈vn〉 et (v1, . . . , vn) y est génératri
e, don
 
'est également le 
as de la famille
(v1, . . . , vn−1) 
ar vn = 0. Si on applique l'hypothèse de ré
urren
e aux familles (e1, . . . , ep−1)et (v1, . . . , vn−1) dans l'espa
e E/〈vn〉, on obtient que p−1 ≤ n−1 don
 p ≤ n. Ce qui terminela preuve.Corollaire 1.6.5.1 (Dimension d'un espa
e ve
toriel)Si un espa
e ve
toriel E admet une base �nie, toutes ses bases ont le même 
ardinal, appelédimension de E et notée dim(E).Corollaire 1.6.5.2Soit K un anneau à division.Soient m,n ∈ N. Alors :

Km ∼= Kn ⇔ m = nCorollaire 1.6.5.3 (Rang d'un module libre)Soit A un anneau 
ommutatif non trivial.Soit E un A�module libre.Alors toutes les bases de E ont même 
ardinal, appelé rang de E et noté rg(E).15. Si vous me passez l'expression.



1.7. ALGÈBRE LINÉAIRE DANS LES MODULES LIBRES DE RANG FINI 27Démonstration : Si A est un 
orps, on montre que :
(
A(I) ∼= A(J)

)
⇒ (card(I) = card(J))Sinon, on se donne un idéal maximal M de A (l'existen
e nous en est donnée par la proposition1.4.1). On pose K = A/M , qui forme alors un 
orps. Si on pose ME = {mx |m ∈ M, x ∈ E},on peut montrer que E/ME est un espa
e ve
toriel sur K (en fait, si M est un idéal quel
onque,

E/ME est un A/M�module).De plus, A(I)/MA(I) ∼= K(I) pour tout ensemble I via (λi)i 7→ (λi.M)i et la proposition 1.5.4.En 
on
lusion, 
omme si A(I) ∼= A(J) alors A(I)/MA(I) ∼= A(J)/MA(J), on a que K(I) ∼= K(J) 
equi implique card(I) = card(J). D'où le résultat.1.7 Algèbre linéaire dans les modules libres de rang �ni
�

�

�

�
Dans tout 
e paragraphe, A désigne un anneau 
ommutatif non trivial.Soient E,F deux A�modules libres de rangs (�nis) respe
tifs n et p et de bases respe
tives B1et B2.Si u ∈ HomA(E,F ), on dé�nit sa matri
e matB1,B2(u) ∈ Mp,n(A) 
omme dans le 
as d'un 
orps.On obtient alors un isomorphisme de A�modules :

HomA(E,F )→Mp,n(A)

u 7→ matB1,B2(u)Ce qui implique que HomA(E,F ) est un A�module 16 libre de rang p× n. En parti
ulier :
EndA(E) ∼=Mn(A)La plupart des us et 
outumes de l'algèbre linéaire "
lassique" restent valable dans 
e 
adre.� La 
omposition des appli
ations linéaires 
orrespond au produit matri
iel. On a même unisomorphisme de groupes :
(AutA, ◦) ∼= (Gℓn(A),×)� Changement de base. Si B et B′ sont deux bases de E, on appelle matri
e de passage de B à

B′ la matri
e :
PB→B′ := matB′,B(idE) ∈ Gℓn(A)De plus, si u ∈ HomA(E,F ) et que B1,B′

1 (resp. B2,B′
2) sont deux bases de E (resp. F ) et sion pose M = matB1,B2(u) et M ′ = matB′

1,B′
2
(u) on a :

M ′ =
(
PB1→B′

1

)−1
MPB2→B′

2� ✖ La notion de rang d'une appli
ation linéaire n'a au
un sens dans 
e 
adre : Im(u) n'estpas a priori un sous�module libre de F !� Déterminant. Si U = (ui,j)i,j ∈ Gℓn(A), on dé�nit le déterminant de U via la formule :
det(U) :=

∑

σ∈Sn

ε(σ)

n∏

i=1

ui,σ(i)On peut aussi le faire par ré
urren
e et développements selon la première ligne, mais 
e n'estpas très dr�le 17. Ou on peut dé�nir det 
omme la seule forme n�linéaire (en les 
olonnes)alternée véri�ant det(In) = 1, 
e qui est assez sympathique. On montre que le déterminantest invariant par 
hangement de base, 
e qui permet de dé�nir le déterminant d'un endomor-phisme.� Soient U, V ∈Mn(A). Alors :(i) det(U) = det(tU) ;(ii) U est inversible⇔ det(U) ∈ A× ⇔ U est inversible à gau
he⇔ U est inversible à droite ;16. Rappelons que 
e
i est faux en général si A n'est pas 
ommutatif.17. Sauf si, bien sur, vous êtes informati
ien.



28 CHAPITRE 1. GROUPES, ANNEAUX, CORPS ET MODULES(iii) det(UV ) = det(U) det(V ), 
e qui entraîne que si U ∈ Gℓn(A), det(U−1) = det(U)−1 ;(iv) U tCom(U) =t Com(U)U = det(U)In.� On généralise également les formules 
lassiques de l'algèbre linéaire, telles 
elles de Cramer.Proposition 1.7.1Soit E un A�module libre de rang �ni.Soit u ∈ EndA(E). Alors on a équivalen
e entre les propriétés suivantes :(i) u ∈ AutA(E) ;(ii) det(u) ∈ A× ;(iii) u est inversible à gau
he dans EndA(E) ;(iv) u est inversible à droite dans EndA(E) ;(v) u est surje
tif.
✖ L'inje
tivité de u n'est pas su�sante i
i ! Par exemple, u : x 7→ 2x est un endomorphisme
Z�linéaire inje
tif du Z�module Z mais det(u) = 2 /∈ Z× = {−1, 1} . . .Proposition 1.7.2Soit E un A�module libre de rang �ni.Soit u ∈ EndA(E). Alors on a équivalen
e entre les propriétés suivantes :(i) u est inje
tif ;(ii) det(u) est régulier dans A.Proposition 1.7.3 (Polyn�mes en un endomorphisme)Soit E un A�module.Soit u ∈ EndA(E).Soit P =

∑d
i=0 aiT

i ∈ A[T ].Alors on a que :
P (u) :=

d∑

i=0

aiu
i ∈ EndA(E)Où ui = u ◦ . . . ◦ u︸ ︷︷ ︸

ifois

, ave
 la 
onvention que u0 = idE. On dé�nit de même un polyn�me en unematri
e.
✖ Attention :

P (u) = a0idE + . . .+ adu
d et non a0 + . . .+ adu

d

✍ Pour u ∈ EndA, l'appli
ation suivante est un morphisme d'anneaux :
A[T ]→ EndA(E)

P 7→ P (u)Proposition 1.7.4 (Changement d'anneau)Soit B un autre anneau 
ommutatif non trivial.Soit ϕ : A→ B un morphisme d'anneaux.Pour U = (ui,j)i,j ∈Mn(A), on dé�nit la matri
e :
Uϕ = (ϕ(ui,j))i,j ∈ Mn(B)Alors :

Mn(A)→Mn(B)

U 7→ Uϕ est un morphisme d'anneaux.De même :
A[T ]→ B[T ]

P =
d∑

i=0

aiT
i 7→ Pϕ :=

d∑

i=0

ϕ(ai)T
i est un morphisme d'anneaux.On a de plus que, si (P,U) ∈ A[T ]×Mn(A) :(i) det(Uϕ) = ϕ(det(U)) ;(ii) (P (U))ϕ = Pϕ(Uϕ).



1.7. ALGÈBRE LINÉAIRE DANS LES MODULES LIBRES DE RANG FINI 29Exer
i
e : Expli
iter les Uϕ et Pϕ lorsque :1. ϕ = Z →֒ Q ;2. ϕ est la proje
tion 
anonique Z→ Z/2Z ;3. ϕ est la 
onjugaison 
omplexe.Dé�nition 1.7.1 (Polyn�me 
ara
téristique)Soit U ∈ Mn(A).On appelle polyn�me 
ara
téristique de U le polyn�me :
PU := det(U − TIn︸ ︷︷ ︸

∈Mn(A[T ])

) ∈ A[T ]Théorème 1.7.5 (Cayley�Hamilton)Soit U ∈ Mn(A).Alors :
PU (U) = 0Mn(A)Démonstration :� On admet le résultat si A est un 
orps (se reporter à un 
ours d'algèbre linéaire 18).� Si A est intègre, A s'inje
te via un morphisme ϕ dans son 
orps des fra
tions K. Alors :

(PU (U))ϕ = PUϕ( Uϕ
︸︷︷︸

∈Mn(K)

) = 0Don
 PU (U) = 0 par inje
tivité de de ϕ.� Si A est un anneau quel
onque, appelons ui,j les 
oe�
ients de U , donnons nous n2 indéter-minées (Vi,j)1≤i,j≤n et posons R = Z[(Vi,j)i,j ]. Posons en�n V = (Vi,j)i,j ∈ Mn(R). On ade fa
to un morphisme d'anneaux, appelé morphisme d'évaluation :
ϕ : R → A

Vi,j 7→ ui,j

x ∈ Z 7→ x.1APar 
onstru
tion, on a alors que :
U = V ϕDon
 :

PU (U) = PV ϕ(V ϕ) = (PV (V ))ϕ = 0 
ar R est intègre.

18. Voire d'algèbre linéaire numérique . . .
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Chapitre 2Anneaux prin
ipaux et eu
lidiens
�

�

�

�
Dans tout 
e 
hapitre et sauf mention du 
ontraire, les anneaux seront supposés 
ommutatifs .2.1 Divisibilité
�

�

�

�
Dans tout 
e paragraphe, A désigne un anneau intègre.Dé�nition 2.1.1 (Divisibilité)Soient a, b ∈ A.Alors on dit que a divise b dans A si (dé�nitions équivalentes) :(i) ∃c ∈ A, b = ac ;(ii) (b) ⊂ (a).

✍ On note alors a|b. Pour a ∈ A, on pose :
DivA(a) = {b ∈ A | b|a}Dé�nition 2.1.2 (Éléments asso
iés)Soient a, b ∈ A.Alors a et b sont dits asso
iés dans A si (dé�nitions équivalentes) :(i) a|b et b|a ;(ii) ∃c ∈ A×, b = ac (et don
 a fortiori a = bc−1) ;(iii) (a) = (b).

✍ La relation d'asso
iation est une relation d'équivalen
e que nous noterons désormais "∼",
omme dans "relation d'équivalen
e".En outre, A/ ∼ s'identi�e à l'ensemble des idéaux prin
ipaux de A via a 7→ (a). La multipli
ationdans A/ ∼ s'identi�e au produit d'idéaux dé�ni de la façon suivante : si I et J sont deux idéauxde A, on pose
I.J =

{
n∑

i=1

aibi

∣∣∣∣∣ n ≥ 1, (ai)i ∈ In, (bi)i ∈ Jn

}Dé�nition 2.1.3 (Plus grand 
ommun diviseur)Soient I un ensemble et (ai)i ∈ AI .Soit c ∈ A.Alors on dit que c est un plus grand 
ommun diviseur (pg
d) de (ai)i si (dé�nitions équivalentes) :(i)
DivA(c) =

⋂

i∈I

DivA(ai)(ii) (c) est le plus petit idéal prin
ipal 
ontenant tous les ai ;(iii) (c) est le plus petit idéal prin
ipal 
ontenant l'idéal ∑i(ai).31



32 CHAPITRE 2. ANNEAUX PRINCIPAUX ET EUCLIDIENSDé�nition 2.1.4 (Plus petit 
ommun multiple)Soient I un ensemble et (ai)i ∈ AI .Soit c ∈ A.Alors on dit que c est un plus petit 
ommun multiple (pp
m) de (ai)i si (dé�nitions équivalentes) :(i) l'ensemble des multiples de c est égal à l'interse
tion des ensembles des multiples des ai ;(ii)
(c) =

⋂

i∈I

(ai)

✖ On n'a pas né
essairement existen
e d'un pg
d (resp. pp
m). De plus, si "le" pg
d (resp.pp
m) existe, il est unique à asso
iation près . Malgré tout, on notera souvent (par abus)"d = pgcd(a, b)" (resp. "d = ppcm(a, b)").Exemple : Dans Z, 1 = pgcd(2, 3) et −1 = pgcd(2, 3) sans que l'on ait 1 = −1 !Proposition 2.1.1Soient a, b ∈ A.Alors :(i) a et b ont un pp
m ⇔ l'idéal (a) ∩ (b) est prin
ipal ;(ii) a et b ont un pg
d ⇔ il existe un plus petit prin
ipal 
ontenant (a, b) ;(iii) Si (a, b) est prin
ipal, alors a et b ont un pg
d. La ré
iproque est fausse ;(iv) (a, b) est prin
ipal ⇔ a et b ont un pg
d d et ∃u, v ∈ A, d = ua+ vb.Exemples :1. Dans R[X,Y ],X et Y ont 1 pour pg
d mais (X,Y ) n'est pas prin
ipal 
ar ∄U, V ∈ R[X,Y ], UX+V Y = 1.2. Dans Z[X ], 1 = pgcd(X, 2) mais (2, X) n'est pas prin
ipal 
ar sinon il 
ontiendrait 1 etdon
 l'anneau tout entier, alors qu'il est en fait égal à l'ensemble des polyn�mes à 
oe�
ient
onstant pair.Dé�nition 2.1.5 (Éléments premiers entre eux, étrangers)Soient a, b ∈ A.Alors :(i) a et b sont dits premiers entre eux si 1 est un pg
d de a et b, i.e si tout diviseur 
ommum de
a et b est inversible ;(ii) a et b sont dits étrangers si (a, b) = A, i.e si ∃u, v ∈ A, ua+ vb = 1 ;Proposition 2.1.2Deux éléments étrangers sont premiers entre eux.

✖ La ré
iproque et fausse : s'intéresser au 
as de 2 et X dans Z[X ].Dé�nition 2.1.6 (Élément irrédu
tible)Soit p ∈ A.Alors p est dit irrédu
tible si :(i) p 6= 0 ;(ii) p /∈ A× ;(iii) les seuls (à asso
iation près) diviseurs de p sont 1 et p.Remarquue Si p est irrédu
tible et a ∈ A alors soit p|a et alors pgcd(a, p) = 1, soit p ∤ a et don

a et p sont premiers entre eux.Exemples :1. Les irrédu
tibles de Z sont les nombres premiers (positifs et négatifs).2. 2 et X sont irrédu
tibles dans Z[X ].



2.2. GÉNÉRALITÉS SUR LES ANNEAUX PRINCIPAUX ET EUCLIDIENS 332.2 Généralités sur les anneaux prin
ipaux et eu
lidiensDé�nition 2.2.1 (Anneau prin
ipal)Un anneau A est dit prin
ipal si :(i) A est intègre ;(ii) tout idéal de A est prin
ipal.Exemples :1. Un 
orps est un anneau prin
ipal.2. Z est prin
ipal.3. Si K est un 
orps, K[X ] est prin
ipal. La ré
iproque est vraie (nous en parlerons un peu plusloin).4. L'anneau A[X,Y ] n'est jamais prin
ipal, quelle que soit la nature/religion/orientation poli-tique/boisson préfére de A. En e�et, l'idéal (X,Y ) ne sera jamais prin
ipal. Même si oninsiste.5. Z[X ] n'est pas prin
ipal, et 
'est en
ore la faute de (2, X).Proposition 2.2.1Dans un anneau prin
ipal A, toute famille (ai)i admet un pg
d et un pp
m. De plus :(i) tout générateur de l'idéal ∩i(ai) est un pp
m de (ai)i ;(ii) tout générateur de l'idéal ((ai)i) est un pg
d de (ai)i.Corollaire 2.2.1.1 (Identité de Bézout)Soit A un anneau prin
ipal.Soient a, b ∈ A et soit d = pgcd(a, b).Alors :
∃u, v ∈ A, d = ua+ bvCorollaire 2.2.1.2Dans un anneau prin
ipal, deux éléments premiers entre eux sont étrangers.Dé�nition 2.2.2 (Jauge eu
lidienne)Soit A un anneau intègre.Une jauge eu
lidienne (ou stathme eu
lidien) sur A est une appli
ation δ : A→ N telle que :(i) Croissan
e. Si a|b ave
 (a, b) ∈ A× A∗, alors δ(a) ≤ δ(b).(ii) Division eu
lidienne. Si (a, b) ∈ A× A∗, alors :

∃r, q ∈ A, a = bq + r, δ(r) < δ(q)

☞ Si un anneau A admet une jauge, il est dit eu
lidien.Remarques :1. Si A est eu
lidien, il admet un élément de jauge minimale, qui est né
essairement 0 (parpropriété de division eu
lidienne).2. Si il existe η : A → N véri�ant la propriété de division eu
lidienne, alors A est eu
lidien viala jauge :
δ : a 7→ min

x∈A∗
η(x)Exemples :1. Z est eu
lidien, via la jauge |.|.2. Si K est un 
orps, l'anneau K[X ] est eu
lidien via la jauge :

δ : P 7→
{

deg(P ) + 1 si P 6= 0
0 si P = 03. L'anneau Z[i] des entiers de Gauss est eu
lidien, de jauge δ : z 7→ |z|2.



34 CHAPITRE 2. ANNEAUX PRINCIPAUX ET EUCLIDIENSProposition 2.2.2Tout anneau eu
lidien est prin
ipal.
☞ Plus pré
isément, si I est un idéal d'un anneau eu
lidien A, alors I = {0} ou bien I = (α),ave
 α de jauge minimal dans A∗.Algorithme 2.2.1 (Eu
lide étendu)Soit A un anneau eu
lidien de jauge δ.Soient a, b ∈ A.On souhaite 
al
uler (u, v) ∈ A2 tels que ua+ vb = pgcd(a, b).� Si b = 0, pgcd(a, b) = a et don
 on renvoie (u, v) = (1, 0).� Sinon, par division eu
lidienne, on peut é
rire :

a = bq + r, δ(r) < δ(b)On en déduit que les idéaux (a, b) et (b, r) sont égaux et don
 que d := pgcd(a, b) = pgcd(b, r).Plus pré
isément, si on a trouvé (s, t) tels que d = sb+ tr, alors :
d = sb+ t(a− bq) = ta+ (s− tq)bEt don
 on renvoie (u, v) = (t, s− tq).Proposition 2.2.3 (Lemme Chinois)Soit A un anneau (
ommutatif).Soient I, J deux idéaux étrangers de A, i.e tels que :

I + J = AAlors :(i) I ∩ J = I.J ;(ii) on a un isomorphisme d'anneaux :
A/I.J → (A/I)× (A/J)

xmod I.J 7→ (xmod I, xmod J)Démonstration : I et J sont étrangers don
 il existe (α, β) ∈ I × J tels que :
1 = α+ βL'in
lusion I.J ⊂ I ∩ J dé
oulant immédiatement de la stru
ture d'idéal de I et J , il nous reste àmontrer que I ∩ J ⊂ I.J . Or, si x ∈ I ∩ J , on a :

x = 1x = αx︸︷︷︸
∈I.J

+ xβ︸︷︷︸
∈I.J

∈ I.JD'où le point (i).Posons à présent :
ϕ : A→ (A/I)× (A/J)

x 7→ (xmod I, xmod J)L'appli
ation ϕ est un morphisme d'anneaux par dé�nition de la loi quotient. De plus :
Ker(ϕ) = I ∩ J = I.JCe qui implique que :
A/I.J ∼= Im(ϕ)Or, 
omme ϕ(α) = (0, 1) et ϕ(β) = (1, 0), on a que :

∀(x, y) ∈ (A/I)× (A/J), ϕ(xβ + yα) = (x, y)Don
 ϕ est surje
tive, d'où le résultat.



2.2. GÉNÉRALITÉS SUR LES ANNEAUX PRINCIPAUX ET EUCLIDIENS 35Corollaire 2.2.3.1Soit A un anneau prin
ipal.Soient a, b ∈ A premiers entre eux.Alors :
A/(a, b) ∼= (A/(a))× (A/(b))Via l'isomorphisme d'anneaux xmod ab 7→ (xmod a, xmod b).Proposition 2.2.4Soit A un anneau prin
ipal.Soit p ∈ A∗.On a alors équivalen
e entre les propriétés suivantes :(i) p est irrédu
tible ;(ii) (p) est premier (on dit que p est un élément premier de A ;(iii) (p) est maximal.Démonstration :

(iii)⇒ (ii) Trivial.
(ii)⇒ (i) Vrai dans tout anneau intègre.
(i)⇒ (iii) Remarquons que (p)  A 
ar p /∈ A×. Soit I un idéal 
ontenant (p). Comme I est prin
ipal,

∃α ∈ A, I = (α). Comme p ∈ I, α|p don
 soit α ∈ A× et don
 I = A, soit α ∼ p et alors
I = (p). Don
 (p) est maximal, 
e qui 
on
lut la preuve.Remarques :1. Les idéaux premiers de A sont don
 (0) et les (p), ave
 p irrédu
tible, 
es derniers étantmaximaux.2. (0) n'est maximal que si A est un 
orps.3. En général, un élément irrédu
tible n'est pas premier.Corollaire 2.2.4.1Soit A un anneau prin
ipal.Soit p ∈ A∗ un élément irrédu
tible.Alors ∀x, y ∈ A, si p|xy on a né
essairement p|x ou p|y.Proposition 2.2.5 (Un anneau prin
ipal est fa
toriel)Soit A un anneau prin
ipal.Soit z ∈ A∗.Alors :(i) il existe ε ∈ A×, n ∈ N et une famille d'irrédu
tibles p1, . . . pn tels que :

z = ε

n∏

i=1

pi(ii) 
ette dé
omposition est unique au sens suivant : si on peut é
rire deux dé
ompositions εp1 . . . pnet ηq1 . . . qm de z, alors m = n et (quitte à réordonner) ∀1 ≤ i ≤ n, pi ∼ qi.Un anneau véri�ant (i) et (ii) est dit fa
toriel.Démonstration :
(i) Supposons z "non dé
omposable". Alors z ne peut être ni inversible ni irrédu
tible, et don

∃z1, z2 /∈ A× tels que z = z1z2 et dont l'un des deux au moins est "non dé
omposable". Enitérant 
e pro
édé via l'axiome du 
hoix on obtient une suite (zn)n telle que ∀n ≥ 0, zn+1|zn et
zn+1 6∼ zn (ave
 z0 = z), 
e qui engendre une suite stri
tement 
roissante d'idéaux In := (zn).Or, si on pose :

J =
⋃

n≥0

InJ est un idéal don
 ∃α ∈ A, J = (α) (par prin
ipalité), 
e qui implique l'existen
e d'un n telque α ∈ In, d'où :
(α) ⊂ In  In+1 ⊂ J = (α)Ce qui est impossible.
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(ii) Quitte à simpli�er, supposons que η = 1. Si l'on suppose que ∀i, j, pi 6∼ qj , alors si n > 0 ona :

p1|
m∏

j=1

qjEt don
, d'après le 
orollaire 2.2.4.1, p1 divise l'un des qj , 
e qui est impossible. Don

n = m = 0 et ε = 1. D'où le résultat.Remarques :1. On peut démontrer que si A est fa
toriel, alors A[X ] l'est également, et don
 tous les
A[X1, . . . , Xn] seront fa
toriels. Cependant, A[X ] n'est prin
ipal que si A est un 
orps.2. On déduit de la proposition 2.2.5 que si A est prin
ipal mais n'est pas un 
orps, il 
ontientau moins un irrédu
tible.3. Si A est eu
lidien, on peut démontrer (i) sans avoir re
ours à l'axiome du 
hoix, via unré
urren
e sur la jauge.Dé�nition 2.2.3 (Système représentatif des irrédu
tibles d'un anneau prin
ipal)Soit A un anneau prin
ipal.Soit P l'ensemble des idéaux premiers de A.On appelle système représentatif des irrédu
tibles de A tout ensemble Σ ⊂ A 
omposé ex
lusivementde générateurs d'éléments de P véri�ant que pour tout I ∈ P, Σ ne 
ontienne qu'un et un seulgénérateur de I.Exemples :1. Un système représentatif des irrédu
tibles de Z est l'ensemble des nombres premiers positifs.2. Si K est un 
orps, un système représentatif des irrédu
tibles de K[X ] est l'ensemble despolyn�mes irrédu
tibles unitaires.Proposition 2.2.6Soit A un anneau prin
ipal.Soit Σ un système représentatif des irrédu
tibles de A.Alors tout élément z 6= 0 s'é
rit de façon unique sous la forme :

z = ε(z)
∑

p∈Σ

pep(z)Ave
 ε(z) ∈ A× et les ep(z) ∈ N presque tous nuls.Corollaire 2.2.6.1Soit A un anneau prin
ipal.Soit Σ un système représentatif des irrédu
tibles de A.Alors ∀z, z′ ∈ A∗, on a :
z|z′ ⇔ ∀p ∈ Σ, ep(z) ≤ ep(z′)Corollaire 2.2.6.2Soit A un anneau prin
ipal.Soit Σ un système représentatif des irrédu
tibles de A.Soient a, b ∈ A∗.Alors :(i) ∀p ∈ Σ, ep(pgcd(a, b)) = min(ep(a), ep(b)) ;(ii) ∀p ∈ Σ, ep(ppcm(a, b)) = max(ep(a), ep(b)) ;Corollaire 2.2.6.3Soit A un anneau prin
ipal.Soit Σ un système représentatif des irrédu
tibles de A.Soit K le 
orps des fra
tions de A.Alors tout élément z ∈ K∗ s'é
rit de façon unique sous la forme :

z = ε(z)
∑

p∈Σ

pep(z)Ave
 ε(z) ∈ A× et les ep(z) ∈ Z presque tous nuls.
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☞ En parti
ulier, on a un isomorphisme de groupes :

K∗ ∼= A× × Z(Σ)Via z 7→ (ε(z), (ep(z))p∈Σ.2.3 Opérations élémentaires sur les matri
es
�

�

�

�
Dans tout 
e paragraphe, A désigne un anneau (
ommutatif).Dé�nition 2.3.1 (Groupe spé
ial linéaire)Soit n ≥ 0. On appelle groupe spé
ial linéaire d'ordre n le sous groupe Sℓn(A) de Gℓn(A) égal aunoyau de l'appli
ation det : Gℓn(A)→ A×.

☞ Plus expli
itement, on a :
Sℓn(A) = {M ∈ Gℓn(A) | det(M) = 1A}Fixons nous à présent deux entiers n et p.Dé�nition 2.3.2 (Matri
es élémentaires)Pour 1 ≤ i, j ≤ n , on pose :

ei,j = (δi,kδj,l)k,l ∈Mn(A)La famille (ei,)i,j forme alors une A�base de Mn(A). De plus, si i 6= j et a ∈ A, on dé�nit la
(i, j)�ième matri
e élémentaire d'ordre n en a par :

Ei,j(a) = In + aei,jOn note En(A) le sous�groupe de Sℓn(A) engendré par 
es matri
es.Proposition 2.3.1Soient 1 ≤ i 6= j ≤ n et a, b ∈ A.Alors :(i) Ei,j(a)Ei,j(b) = Ei,j(a+ b) ;(ii) Ei,j(0) = In.Ainsi, Ei,j : x 7→ Ei,j(x) est un morphisme de groupes de (A,+) dans (Sℓn(A),×).Proposition 2.3.2 (Opérations élémentaires)Soit M ∈Mn,p(A).(i) Multiplier M à droite par la (i, j)�ième matri
e élémentaire d'ordre p en a ∈ A revient àe�e
tuer l'opération Cj ← Cj + aCi.(ii) Multiplier M à gau
he par la (i, j)�ième matri
e élémentaire d'ordre n en a ∈ A revient àe�e
tuer l'opération Lj ← Lj + aLi.Dé�nition 2.3.3 (Équivalen
es matri
ielles)Soient M,N ∈Mn(A).(i) on dit que M et N sont (G�)équivalentes, 
e que l'on note M G∼N si :
∃P ∈ Gℓn(A), Q ∈ Gℓp(A), N = PMQ(ii) on dit que M et N sont S�équivalentes, 
e que l'on note M S∼N si :
∃P ∈ Sℓn(A), Q ∈ Sℓp(A), N = PMQ(iii) on dit que M et N sont E�équivalentes, 
e que l'on note M E∼N si :
∃P ∈ En(A), Q ∈ Ep(A), N = PMQ

☞ M
E∼N ⇔ N s'obtient à partir de M via les opérations élémentaires de la proposition 2.3.2.



38 CHAPITRE 2. ANNEAUX PRINCIPAUX ET EUCLIDIENSInterprétation en termes d'a
tions de groupes : Le groupe Gℓn(A)×Gℓp(A) agit à gau
hesurMn,p(A) via :
(P,Q).M := PMQ−1Les orbites pour 
ette a
tion de groupes 
orrespondent aux 
lasses d'équivalen
es pour la relation

G∼ . On peut similairement dé
rire les 
lasses modulo S∼ et E∼ .Proposition 2.3.3 (Forme normale de Smith)Soit A un anneau prin
ipal.Soit M ∈ Mn,p(A).Alors il existe d1, . . . , dr ∈ A∗ tels que :(i) ∀1 ≤ i ≤ r − 1, di|di+1 ;(ii)
M

S∼diagn,p(d1, . . . , dr) :=




d1 0 . . . 0

0 d2
. . . ... (0)... . . . . . . 0

0 . . . 0 dr
(0)

(0)


De plus, si A est eu
lidien, on a même M E∼diagn,p(d1, . . . , dr).(iii) Uni
ité. Si diagn,p(d1, . . . , dr) et diagn,p(c1, . . . , cs) véri�ent la 
ondition (i) et sont équiva-lentes, alors :� r = s ;� ∀1 ≤ i ≤ r, di ∼ ci.Autrement dit, la suite (d1) ⊃ (d2) ⊃ . . . ⊃ (dr) ne dépend que de M .La matri
e diagn,p(d1, . . . , dr) est appelée forme normale de Smith de la matri
e M .Démonstration :� "Taille" d'un élément. Soit a ∈ A∗. On dé�nit la "taille" ω(a) de a 
omme étant le nombre defa
teurs irrédu
tibles de a si A n'est pas eu
lidien, et on pose ω(a) = δ(a) si A est eu
lidiende jauge δ.Si M = (mi,j)i,j ∈ Mn,p(A), on pose :

µ(M) = min{ω(mi,j) | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ p, mi,j 6= 0}� Pro
édures de transformation des matri
es.1. Soient a, b ∈ A. Alors :
(a b)

E∼ (a a+ b) C2 ← C1 + C2

E∼ (−b a+ b) C1 ← C1 − C2

E∼ (−b a) C1 ← C1 + C2Il nous est don
 possible d'é
hanger (au signe près) deux 
olonnes d'une matri
e. Onpro
ède de même pour les lignes. Ainsi, tout 
oe�
ient de M peut être pla
é (au signeprès) en position (1, 1) sans 
hanger la 
lasse modulo E∼ de M ni µ(M).2. Soient a, b ∈ A. Alors :
(a ba)

E∼ (a 0) C2 ← C2 − qC1Ainsi, si un 
oe�
ient de M divise un de ses 
amarades de la même ligne, on peutrempla
er 
e dernier par 0 en ne modi�ant que les éléments de sa 
olonne.3. Soient a, b ∈ A tels que b ∤ a et ab 6= 0.
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lidien. On pose d = pgcd(a, b) =: ua + vb et a =: da′, b =: db′. Alors
ua′ + vb′ = 1 et ab′ = ba′ = ab

d d'où :
(
a b

)(u −b′
v a′

)

︸ ︷︷ ︸
∈Sℓ2(A)

=
(
d 0

)Don
 (a b)
S∼ (d 0). De plus, 
omme d|a et d 6∼ a, on a ω(d) < ω(a).� Cas eu
lidien. Par division eu
lidienne, ∃q, r ∈ A, b = aq+ r ave
 δ(r) < δ(a). Ainsi :

(
a b

)(1 −q
0 1

)

︸ ︷︷ ︸
=E1,2(−q)

=
(
a r

)Don
 (a b)
E∼ (a r) ave
 ω(r) < ω(a).� Existen
e de la forme normale de Smith. On le fait par ré
urren
e sur max(n, p).� Si max(n, p) ≤ 1, la propriété est triviale.� Si on suppose la propriété valide pour toutes les matri
es deMn′,p′(A), ave
max(n′, p′) ≤ max(n, p),alors on démontre par ré
urren
e sur µ(M) qu'il existe une matri
e N telle que N soit unematri
e de Smith ou véri�e µ(N) < µ(M) satisfaisant à la 
ondition M S∼N (M E∼N dansle 
as eu
lidien). On applique à 
et e�et l'algorithme suivant :� On part de M = (mi,j)i,j ∈ Mn,p(A)∗. Quitte à appliquer la pro
édure 1, on peutsupposer que m1,1 6= 0 et que ω(m1,1) = µ(M).� Cas 1 : il existe ℓ > 1 tel que m1,1 ∤ m1,ℓ ou m1,1 ∤ mℓ,1. Alors via la pro
édure 3, M est

E ou S�équivalente à une matri
e N véri�ant µ(N) < µ(M), d'où le résultat.� Cas 2 : m1,1 divise sa ligne et sa 
olonne. On applique alors la pro
édure 2 à tous les
m1,ℓ, 
e qui nous permet de rempla
er la première ligne de M par (m1, 0 . . . 0)sans modi�er sa première 
olonne. En appliquant la même pro
édure aux 
olonnes de
M on obtient une matri
e de la forme :




m1,1 0 . . . . . . 0
0... M1

0


Par hypothèse de ré
urren
e, on a alorsM1 = P1D1Q1 ave
 (P1, Q1) ∈ Sℓn−1(A)×Sℓp−1(A)ouEn−1(A)×Ep−1(A) etD1 une matri
e de Smith diagn−1,p−1(d2, . . . , dr). D'oùM = PDQ,ave
 :

P =




1 0 . . . . . . 0
0... P1

0


 , Q =




1 0 . . . . . . 0
0... Q1

0


 etD = diagn,p(m1,1, d2, . . . , dr)Si m1,1|d2, D est une matri
e de Smith et on a (en�n !) �ni. Sinon, on remarque que :

(
m1,1 0
0 d2

)
E∼
(
m1,1 d2
0 d2

)
L1 ← L1 + L2On peut alors appliquer la pro
édure 3 à 
ette matri
e 
ar m1,1 ∤ d2, 
e qui terminel'algorithme.� Uni
ité. Soit r ∈ N. On appelle Ir(M) l'idéal de A engendré par les mineurs d'ordre r de M(i.e par les déterminants des sous�matri
es de taille r × r de M). On peut alors démontrerque :1. Ir+1(M) ⊂ Ir(M) ;2. si N ∈Mp,q(A), alors Ir(MN) ⊂ Ir(M).Ir(N) ⊂ Ir(M) ∩ Ir(N) ;3. si (P,Q) ∈ Gℓn(A)×Gℓq(A), alors Ir(PMQ) = Ir(M) ;



40 CHAPITRE 2. ANNEAUX PRINCIPAUX ET EUCLIDIENS4. Si D = diagp,q(d1, . . . dn) est une matri
e de Smith, alors Ir(D) = (d1 . . . dn)A si r ≤ net Ir(D) = 0 si r > n.On en déduit que ∀t ≤ min(r, s), d1 . . . dtA = c1 . . . ctA don
 d1 . . . dt ∼ c1 . . . ct et don

∀1 ≤ i ≤ t, di ∼ ci et r = s.Proposition 2.3.4Soir A un anneau prin
ipal.Soient E et F deux A�modules libres de rangs (�nis) respe
tifs p et n.Soit u ∈ HomA(E,F ).Alors il existe une base B de E et une base B′ de F telles que matB,B′(u) soit une matri
e de Smith,i.e telles que matB,B′(u) = diagn,p(d1, . . . dr) ave
 les idéaux (d1) ⊃ . . . ⊃ (dr) ne dépendanr quede u.De plus :(i) u est inje
tive ⇔ r = p ;(i) u est surje
tive ⇔ r = n et ∀1 ≤ i ≤ n, di ∈ A×.2.4 Modules de type �ni

�

�

�

�
Dans tout 
e paragraphe, A désigne un anneau (
ommutatif).Dé�nition 2.4.1 (Module de type �ni)Un A�module est dit de type �ni s'il admet une partie génératri
e �nie.Remarques :1. Tout quotient d'un module de type �ni est de type �ni.2. Sur un 
orps K, les notions de module de type �ni et d'espa
e ve
toriel de dimension �nie
oïn
ident.3. ✖ Les sous�modules d'un module de type �ni ne sont pas né
essairement de type �ni.Proposition 2.4.1Soient M et N deux A�modules.Alors :(i) M et N sont de type �ni ⇔ M ×N est de type �ni ;(ii) M est de type �ni ⇔ il existe n ∈ N tel que M soit isomorphe à un quotient de An ;(iii) Si N est un sous�module de M tel que N et M/N soient de type �ni, alors M est de type�ni.Proposition 2.4.2Soit A un anneau prin
ipal.Soit E un A�module libre de rang �ni n.Alors tout sous�module de E est libre de rang inférieur ou égal à n (et don
 �ni).Démonstration : On peut supposer sans perdre de généralité que E = An. On démontre ensuitela proposition par ré
urren
e sur n.� Si n = 0, le résultat est trivial.� Si n = 1, un sous�A�module de A (i.e un idéal de 
et anneau) est soit trivial (don
 de rang
0), soit engendré par un élément de A∗ et don
 isomorphe à A don
 de rang 1.� Si on suppose la propriété vraie au rang n − 1 ≥ 0 et que l'on se donne un sous�module
F de An, alors on peut dé�nir une appli
ation p ∈ HomA(F,A) via (xi)i 7→ xn. Im(p) estalors un sous�module de A don
 libre de rang inférieur ou égal à 1. De même, Ker(p) est unsous�module de An−1× {0} ∼= An−1 don
 est libre de rang inférieur ou égal à n− 1. Comme
Im(p) est libre, on a alors F ∼= Im(p) ⊕ Ker(p), 
e qui implique que F est libre de rang aupus n.

✌ On peut démontrer que tout sous�module d'un A�module libre l'est, sans l'hypothèse de rang�ni.



2.4. MODULES DE TYPE FINI 41Corollaire 2.4.2.1Soit A un anneau prin
ipal.Alors tout sous�module d'un A�module de type �ni est de type �ni.Proposition 2.4.3 (Théorème de la base adaptée)Soit A un anneau prin
ipal.Soit M un A�module libre de rang �ni n.Soit N un sous�module de M .Alors il existe une base (ei)1≤i≤n de M , un entier r ≤ n et d1, . . . , dr ∈ A∗ tels que :(i) ∀1 ≤ i ≤ r − 1, di|di+1 ;(ii) la famille (diei)1≤i≤r 
onstitue une base de N .De plus, la suite d'idéaux (d1) ⊃ . . . ⊃ (dr) ne dépend que de M et N (et pas de la base (ei)i).
✌ Sur un 
orps, on peut prendre tous les di égaux à 1.Démonstration : On applique la proposition 2.3.3 à l'in
lusion j : N →֒M . Ainsi, 
omme N estlibre de rang p − 1 ≤ n, il existe une base ε = (ε2, . . . , εp) de N et une base e = (e1, . . . , en) de
M et d1, . . . , dr ∈ A∗ tels que ∀1 ≤ i ≤ r, di|di+1 et que matε,e(j) = diagn,p(d1, . . . , dr). Commede plus j est une inje
tion, r = p et don
 ε est une base de N . Or, pour tout i, j(εi) = diei, d'oùl'existen
e. L'indépendan
e de la suite ((di)i de la base e est laissée en exer
i
e.
☞ On a alors :

M/N ∼=
(

r⊕

i=1

A/(di)

)
⊕ An−rCorollaire 2.4.3.1 (Fa
teurs invariants d'un module sur un anneau prin
ipal)Soit A un anneau prin
ipal.Soit M un A�module de type �ni.Alors il existe n ∈ N et d1, . . . , dn ∈ A tels que :(i) ∀1 ≤ i ≤ n, di /∈ A× (les di peuvent être nuls) ;(ii) ∀1 ≤ i ≤ n− 1, di|di+1 ;(iii)

M ∼=
n⊕

i=1

A/(di)Il y a de plus uni
ité au sens suivant : n et la suite d'idéaux (d1) ⊃ . . . ⊃ (dn) ne dépend que de
M .Dans 
e 
adre, quitte à réordonner les di de telle sorte que si s := card{i | di 6= 0} et si r := n−son ait d1, . . . , dr 6= 0 et ∀i > r, di = 0, on a, 
omme A/{0} ∼= A :

M ∼= A/(d1)⊕ . . .⊕ A/(ds)⊕ ArLes éléments d1, . . . , ds sont appelés fa
teurs invariants du module M , et r est le 
ardinal de toutefamille libre maximale de M .Dé�nition 2.4.2 (Torsion)Soit A un anneau intègre.Soit M un A�module.Alors :(i) un élément x ∈M est dit de torsion si (x) n'est pas libre, i.e si :
Ann(x) := {a ∈ A | ax = 0} 6= {0}(ii) l'ensemble des éléments de torsion de M est un sous�module de M , appelé sous�module detorsion de M et noté T (M) ;(iii) M est dit de torsion (resp. sans torsion) si M = T (M) (resp. T (M) = {0}).
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✍ Si A un anneau prin
ipal, on peut alors é
rire :

M ∼= A/(d1)⊕ . . .⊕ A/(ds)⊕ ArAve
 la suite ((di))i dé
roissante et sans terme nul ou égal à A. On a de fait :
T (M) ∼= A/(d1)⊕ . . .⊕ A/(ds)⊕ {0}Et ainsi :

Ann(T (M)) = (ds)D'où :
M/T (M) ∼= Ar est libre de rang r.On en déduit la proposition suivante :Proposition 2.4.4Soit A un anneau prin
ipal.Alors tout A�module de type �ni sans torsion est libre.Exemples :1. Q est un Z�module sans torsion non libre et ne peut don
 pas être de type �ni.2. Z[X ] est un Z�module libre sans torsion.3. (2, X) est un Z[X ]�module sans torsion, de type �ni, mais non libre 
ar Z[X ] est non prin
ipal.Dé
omposition primaire : Soit A un anneau prin
ipal et soit M un A�module de type �niet de torsion. Alors on peut é
rire M ∼= A/(d1)⊕ . . .⊕ A/(ds) ave
 la suite ((di))i dé
roissante etsans terme nul ou égal à A.Donnons nous un système représentatif Σ des irrédu
tibles de A. Alors, par fa
torialité de A,il existe pour tout 1 ≤ i ≤ s un εi ∈ A× tel que :

di = εi
∏

p∈Σ

pep(di)Ainsi, d'après le lemme 
hinois :
A/(di) ∼=

⊕

p∈Σ

A/(pep(di)), les A/(pep(di)) étant presque tous nuls.En regroupant, on obtient que :
M ∼=

⊕

p∈Σ

Mp (2.1)Où lesMp sont des sommes dire
tes �nies de A�modules de la forme A/(ptruc). Pour p ∈ Σ,Mp estappelé 
omposante p�primaire deM . Par dé�nition, il existe unN ≥ 1 tel queMp = Ker((x ∈M) 7→ x.pN ).Exemple : On 
onsidère le Z�module M = Z/8Z ⊕ Z/12Z ⊕ Z/45Z. On a alors, par lemme
hinois :
M ∼= Z/8Z⊕ (Z/4Z⊕ Z/3Z)⊕ (Z/9Z⊕ Z/5Z)Ainsi, en prenant 
omme système représentatif des irrédu
tibles l'ensemble des nombres premierspositifs on a M2

∼= Z/8Z⊕ Z/4Z, M3
∼= Z/3Z⊕ Z/9Z, M5

∼= Z/5Z et Mp = {0} si p est premierstri
tement supérieur à 5.En réordonnant, on trouve que les fa
teurs invariants de M sont 12 et 360. Ainsi :
M ∼= Z/12Z⊕ Z/360Z



2.5. GROUPES ABÉLIENS DE TYPE FINI 432.5 Groupes abéliens de type �niProposition 2.5.1 (Théorème de stru
ture des groupes abéliens de type �ni)Soit G un groupe abélien de type �ni.Alors il existe un unique r ∈ N, appelé rang de G et une unique suite (d1, . . . ds) d'entiers supérieursou égaux à 2 tels que :(i) ∀1 ≤ i ≤ s− 1, di|di+1 ;(ii)
G ∼=

(
r⊕

i=1

Z/diZ

)
⊕ Zr

☞ Ainsi G est �ni si et seulement si son rang est nul.2.6 Endomorphismes d'un espa
e ve
toriel de dimension �nieSoit A un anneau (
ommutatif) et soit E un A[X ]�module. E est alors naturellement munid'une stru
ture de A�module et u : (α ∈ A) 7→ αX est A�linéaire.Ré
iproquement, si E est un A�module et u ∈ EndA(E), on peut munir E d'une stru
ture de
A[X ]�module via :

A[X ]× E → E

(P, e) 7→ P.e := P (u)︸ ︷︷ ︸
∈EndA(E)

(e)En parti
ulier, si λ, e ∈ A on a λ.e = λ× e et X.e = u(e).Ainsi, l'ensemble des A[X ]�modules est isomorphe 1 à l'ensemble des 
ouples (E, u), où E estun A�module et u ∈ EndA(E). De fait, on se permettra à l'avenir de noter Eu le A[X ]�moduleasso
ié au A�module E et à l'endomorphisme u.De plus, étant donnés deux 
ouples (E, u) et (F, v) 
omposés d'un A�module et d'un endomor-phisme de 
elui�
i et une appli
ation f : E → F , alors f est A[X ]�linéaire de Eu dans Fv si etseulement si elle est A�linéaire et véri�e v ◦ f = f ◦ u.En parti
ulier,
EndA[X](Eu) = {f ∈ EndA(E) |u ◦ f = f ◦ u}Remarquons en outre qu'un sous�A[X ]�module de Eu est un sous�A�module de E stable par u.Cas parti
ulier : Soit λ ∈ A. On 
onsidère u ∈ EndA(A) dé�nit par a 7→ λa. Ainsi A est munid'une stru
ture de A[X ]�module Au via :

∀(P, t) ∈ A[X ]× A, P.t := P (λ)× tOn obtient ainsi une appli
ation A[X ]�linéaire :
A[X ]→ A

P 7→ P (λ).1A = P (λ)Cette appli
ation est surje
tive et de noyau (X − λ)A[X ] don
 induit un isomorphisme de A[X ]�modules :
A[X ]/(X − λ) ∼= Au

�

�

�

�
Dans la suite, K est un 
orps. Ainsi K[X ] est prin
ipal.1. Via l'appli
ation qui à un A[X]�module E fait 
orrespondre le A�module sous�ja
ent et la multipli
ation par
X.



44 CHAPITRE 2. ANNEAUX PRINCIPAUX ET EUCLIDIENSSoit Eu un K[X ]�module, i.e un K�e.v E muni d'un endomorphisme u. Alors, pour v ∈ E, onpeut dé�nir une appli
ation K[X ]�linéaire :
ϕv : K[X ]→ Eu

P 7→ P.v = P (u)(v)Ainsi, si λ ∈ K et v ∈ E, on a :
u(v) = λv ⇔ (u− λidE) = 0

⇔ (X − λ).v = 0

⇔ ϕv(X − λ) = 0

⇔ ϕv passe au quotient en ϕv : K[X ]/(X − λ) envoyant la 
lasse de 1 sur v.En 
on
lusion, on a un isomorphisme :
Ker(u− λidE) ∼= HomK[X](Dλ, Eu)Où Dλ := (X − λ) ⊂ K[X ].En parti
ulier :� λ est valeur propre de u si et seulement si HomK[X](Dλ, Eu) 6= {0} ;� si E est de dimension �nie, u est diagonalisable de valeurs propres (
omptées ave
 leur ordrede multipli
ité) λ1, . . . , λn si et seulement si :

Eu
∼=

n⊕

i=1

DλiAinsi, les Dλ sont (à isomorphisme près) tous les K[X ]�modules qui sont de dimension 1 sur
K.Dé�nition 2.6.1 (Module 
y
lique)Un K[X ]�module M est dit 
y
lique si il existe P ∈ K[X ] \ {0} tel que :

M ∼= K[X ]/(P )

☞ M est don
 
y
lique si et seulement si il est de torsion et engendré par un unique élément.Remarques :1. Si P ∈ K[X ] est de degré n 6= −∞, alors, si on note x la 
lasse de X modulo P , K[X ]/(P )admet (1, x, . . . , xn−1) 
omme K-base. En parti
ulier dimK (K[X ]/(P )) = n.2. On peut toujours prendre P unitaire. Il est alors totalement déterminé par le K[X ]�module
K[X ]/(P ).Lemme 2.6.1Soient V un K�e.v.Soit u ∈ EndK(V ).On a alors équivalen
e entre les propriétés suivantes :(i) Vu est un K[X ]�module 
y
lique ;(ii) il existe v ∈ V et n ∈ N tels que (v, u(v), . . . , un−1(v)) soit une K�base de V ;(iii) il existe v ∈ V et n ∈ N tels que (v, u(v), . . . , un−1(v)) engendre V (
omme K�e.v).Lemme 2.6.2Soient V un K�e.v.Soit u ∈ EndK(V ).On a alors équivalen
e entre les propriétés suivantes :(i) V est de dimension �nie ;(ii) Vu est un K[X ]�module de type �ni et de torsion.



2.6. ENDOMORPHISMES D'UN ESPACE VECTORIEL DE DIMENSION FINIE 45Dé�nition 2.6.2 (Matri
e 
ompagnon)Soit P = Xn + an−1X
n−1 + . . .+ a1X + a0 un polyn�me unitaire de K[X ].Alors on appelle matri
e 
ompagnon de P la matri
e :

Cp :=




0 0 . . . 0 −a0
1

. . . ... −a1
0

. . . . . . ... ...... . . . . . . 0
...

0 . . . 0 1 −an−1


Proposition 2.6.1Soit P un polyn�me unitaire de K[X ].Alors :(i) P est le polyn�me minimal de Cp ;(ii) (−1)nP est le polyn�me 
ara
téristique de Cp.Proposition 2.6.2Soit V un K�e.v de dimension �nie.Soit u ∈ EndK(V ).Alors il existe une unique suite �nie (P1, . . . , Pr) de polyn�mes unitaires non 
onstants dans K[X ]telle que :(i) ∀1 ≤ i ≤ r − 1, Pi|Pi+1 dans K[X ] ;(ii) dans une base 
onvenable de V la matri
e de u est diagonale par blo
s de la forme :

diag(C1, . . . , Cr) :=




CP1 (0) . . . (0)

(0)
. . . . . . ...... . . . . . . (0)

(0) . . . (0) CPr


Remarques :1. P1, . . . , Pr sont appelés fa
teurs invariants de u. On dé�nit les fa
teurs invariants d'unematri
e 
omme étant 
eux de son endomorphisme 
anoniquement asso
ié.2. Le polyn�me minimal de u est Pr.3. Le polyn�me 
ara
téristique de u est ±∏r

i=1 Pi.4. Les matri
es CPi
ne sont presque jamais diagonales : si u est diagonalisable, le théorème nedonne pas la "bonne" rédu
tion.Corollaire 2.6.2.1Soient U,U ′ ∈Mn(K).Alors :

U et U ′ sont semblables ⇔ U et U ′ ont les mêmes fa
teurs invariants.Démonstration : D'après le théorème pré
édent, (Kn)u et (Kn)u′ sont isomorphes si et seulementsi U et U ′ ont les mêmes fa
teurs invariants (où u et u′ sont les endomorphismes 
anoniquementasso
iés à U et U ′. Or la première 
ondition est équivalente à la similitude U et U ′.Corollaire 2.6.2.2Soit k ⊂ K un 
orps.Soit A ∈Mn(k) de fa
teurs invariants P1, . . . , Pr.Alors P1, . . . , Pr sont les fa
teurs invariants de A dans Mn(K).Corollaire 2.6.2.3Soit k ⊂ K un 
orps.Soit A ∈Mn(K).Alors A est semblable à une matri
e à 
oe�
ients dans k si et seulement si ses fa
teurs invariantssont des éléments de k[X ].



46 CHAPITRE 2. ANNEAUX PRINCIPAUX ET EUCLIDIENSExemple : Le K[X ]�module asso
ié à M := diag(λ1, . . . , λn) (les λi ∈ K deux à deux distin
ts)est :
n⊕

i=1

Pλi
= K[X ]/

(
n∏

i=1

(X − λi)
)En e�et, les X−λi sont premiers entre eux don
M a pour unique fa
teur invariant∏n

i=1(X−λi).Dans le 
as n = 2, le théorème pré
édent donne la matri
e :
(
0 −λ1λ2
1 λ1 + λ2

)

✍ Pour n ≥ 1 et λ ∈ K, on pose :
Jn(λ) =




λ 1 0 . . . 0

0
. . . . . . . . . ...... . . . . . . . . . 0... . . . . . . 1

0 . . . . . . 0 λ




Jn(λ) est appelé blo
 de Jordan de taille n et de valeur propre λ. On remarque de plus que :
Jn(λ) = λIn + Jn(0)

Jn(0) 
orrespond à l'endomorphisme de Kn dé�ni 
omme suit (si (ei)1≤i≤n est la base 
anoniquede Kn) :
en 7→ en−1 7→ . . . 7→ e1 7→ 0En parti
ulier, Jn(0)n = 0 et Jn(0)n−1 6= 0, d'où :
K[X ]/(X − λ) ∼= (Kn)Jn(λ)

✌ Remarquez que l'on a i
i (honteusement) identi�é matri
e et endomorphisme 
anoniquementasso
ié.Proposition 2.6.3 (Dé
omposition de Jordan)Soit K un 
orps algébriquement 
los.Soit V un K-e.v de dimension �nie.Soit u ∈ EndK(V ).Alors :(i) il existe une base B de V dans laquelle la matri
e de u est de la forme J = diag(B1, . . . , Br),où 
haque Bi est un blo
 de Jordan Jni
(λi) ;(ii) J ne dépend pas (à permutation des blo
s près) de la base B.Corollaire 2.6.3.1Soit K un 
orps algébriquement 
los.Soit V un K-e.v de dimension �nie.Soient u, v ∈ EndK(V ).Alors u est semblable à v si et seulement si u et v ont les mêmes blo
s de Jordan (à permutationprès).



Chapitre 3Extensions de 
orps3.1 Algèbres
�

�

�

�
Dans tout 
e paragraphe, A désigne un anneau 
ommutatif.Dé�nition 3.1.1 (Algèbre)Une A�algèbre est un 
ouple (A, j) où :(i) A est un anneau ;(ii) j : A→ A est un morphisme d'anneaux (appelé morphisme stru
turel) 
entral, i.e tel que :

∀λ ∈ A, ∀x ∈ A, j(λ)x = xj(λ)

✖ On ren
ontre parfois, au détour d'une ruelle sombre, des "algèbres non�asso
iatives", telles lesalgèbres de Lie 1. Elles ne rentrent pas dans le 
adre de 
e 
ours.Exemples :1. Tout anneau est doté (de façon unique) d'une stru
ture de Z�algèbre via le (ii) de la propo-sition 1.3.1.2. (A, idA) est une A�algèbre.3. {0} est muni (via le (i) de la proposition 1.3.1) d'une unique stru
ture de A�algèbre, appeléealgèbre triviale.4. La seule {0}�algèbre est l'algèbre triviale.5. A[X ] est muni d'une stru
ture de A�algèbre via :
j : A→ A[X ]

λ 7→ λ.1A[X]6. Exemple non 
ommutatif. Soit E un A�module et soit A := EndA(E). Alors on peut munir
A d'une stru
ture de A�algèbre via :

j : A→ A
λ 7→ ((x ∈ E) 7→ (λx ∈ E))Dé�nition 3.1.2 (Morphisme d'algèbres)Soient (A, j) et (A′, j′) deux A�algèbres.On appelle morphisme d'algèbres tout morphisme d'anneaux ϕ : A → A′ tel que :

ϕ ◦ j = j′

✌ N'est-
e pas magni�que ? Je dis que 
ela se fête. Ave
 un diagramme 
ommutatif par exemple :1. Ces algèbres ne sont même pas unitaires, pensez don
 !47
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A

A

j′

ϕ

	

A′

j

Proposition 3.1.1Tout anneau quotient d'une A�algèbre est une A�algèbre.Proposition 3.1.2Tout produit (même in�ni) de A�algèbres est une A�algèbre.Dé�nition 3.1.3 (Sous�algèbre)Soit (A, j) une A�algèbre.Soit B ⊂ A.Alors on dit que (B, j|B) est une sous�algèbre de A si :(i) B est un sous�anneau de A ;(ii) j(A) ⊂ B.Proposition 3.1.3 (Sous�algèbre engendrée par une partie)Toute interse
tion de sous�algèbre d'une de A�algèbre donnée A est une sous�algèbre de A. Par
onséquent, on peut dé�nir la sous�algèbre engendrée par une partie S ⊂ A 
omme étant l'interse
-tion de toutes les sous�algèbres de A 
ontenant S. C'est alors la plus petite sous�algèbre véri�ant
ette propriété, et on la note K[S].
✍ On peut montrer que la sous�algèbre engendrée par S est le sous�anneau de A engendré par
j(A) ∪ S.Proposition 3.1.4 (Correspondan
e algèbre�module)(i) Soit (A, j) une A�algèbre. Alors A est munie d'une stru
ture de A�module via la multipli
a-tion externe dé�nie par :

∀(λ, y) ∈ A×A, λ.y := j(λ) × yLa 
ondition de 
entralité sur j entraîne que la multipli
ation interne de A est bilinéaire.(ii) Inversement, si A est un A�module muni d'une stru
ture d'anneau ave
 la "même" addition 2que A et une multipli
ation bilinéaire, alors il est muni d'une stru
ture de A�algèbre via :
j : A→ A

λ 7→ λ.1ADe plus, 
es deux 
onstru
tions sont ré
iproques l'une de l'autre, 
e qui induit une bije
tion entrel'ensemble des A�algèbres et 
elui des A�modules dotés d'une addition qui se respe
te et d'unemultipli
ation bilinéaire.
✍ De fait, dans les 
as où nous estimerons que nulle 
onfusion n'est possible, nous ne denoteronsune A�algèbre (A, j) que par la donnée de A et é
rirons "λ” à la pla
e de j(λ). Notez qu'il serais as-sez in
ons
ient, voire préo

upant sur le plan 
linique, d'envisager d'utiliser 
ette dernière notationen 
as de non�inje
tivité de j. On identi�e ainsi A et Im(j) ⊂ A. Notons que dans le 
as parti
ulieroù l'on s'intéresse à une algèbre (A, j) sur un 
orps K, l'appli
ation j est automatiquement inje
-tive (
ar Ker(j) est un idéal de K) et que l'on peut don
 toujours voir K 
omme un sous�
orps de A.2. I.e dont l'addition n'est pas dé�nie de façon abje
te mais dire
tement à l'aide de 
elle de A "
oordonnée par
oordonnée".
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�

�

�

�
Dans tout 
e paragraphe, A désigne un anneau 
ommutatif.On part d'un ensemble I indexant une famille "d'indéterminées" Xi.Dé�nition 3.2.1 (Mon�me en les Xi)Formellement, on appelle mon�me en les Xi une expression de la forme :

Xn :=
∏

i∈I

Xni

iOù n = (ni)i∈I ∈ N(I).On peut alors munir d'une multipli
ation évidente l'ensemble MI des mon�mes en les Xi, 
equi nous livre un monoïde 
ommutatif :
(MI ,×) ∼= (N(I),+) via ∏

i∈I

Xni

i 7→ (ni)iDé�nition 3.2.2 (Polyn�me à I indéterminées)On appelle polyn�me à I indéterminées à 
oe�
ients dans A toute 
ombinaison linéaire �nie à
oe�
ients dans A de mon�mes en les Xi.L'ensemble des polyn�mes à I indéterminées à 
oe�
ients dans A est noté A[(Xi)i∈I ] ou A[I].Remarquons qu'il s'agit par 
onstru
tion du A�module libre standard de base MI (ou N(I))
A(MI). Cet ensemble admet une multipli
ation A�bilinéaire obtenue en prolongeant le produitdé�ni pré
édemment sur les mon�mes. On peut don
 munir A[I] d'une stru
ture de A�algèbre.
✖ Un polyn�me donné ne fait intervenir qu'un nombre �ni d'indéterminées. Autrement dit :

A[I] =
⋃

J⊂I, card(J)<∞
A[J ]Exemple : Plaçons nous dans le 
as I = N. Alors :

A[(Xn)n∈N] =
⋃

n∈N

A[X0, . . . , Xn]Ave
A[X0] ⊂ A[X0, X1] ⊂ . . .Ainsi A[(Xn)n∈N] 
ontient les polyn�mesX0, X0X1, . . . , X0X1X2 . . . Xn, . . .mais les expressions suivantes n'y ont au
un sens :
∞∏

n=0

Xn et ∞∑

n=0

XnSoient à présent α = (αi)i ∈ AI et P ∈ A[I]. On peut alors dé�nir l'évaluation de P en α,notée P (α) ∈ A de la façon suivante :si P =
∑

n∈N(I)

λnX
n, on pose P (α) := ∑

n∈N(I)

λnα
nOù les λn sont (par dé�nition) presque tous nul et où :

αn =
∏

i∈I

αni

iPlus généralement, si A est une A�algèbre et α ∈ AI , on peut dé�nir une évaluation P (α) ∈ Apar la même formule si les αi 
ommutent.Proposition 3.2.1 (Propriété universelle des algèbres de polyn�mes)Soit A une A�algèbre.Soit α ∈ AI tel que les αi 
ommutent.Alors l'appli
ation suivante est un morphisme de A�algèbres, appelé morphisme d'évaluation :
evα : A[I]→ A

P 7→ P (α)Il s'agit en outre du seul morphisme entre 
es deux algèbres qui envoie Xi sur αi pour tout i ∈ I.
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☞ Ainsi, l'ensemble des morphismes d'algèbres de A[I] dans A, noté HomA�alg(A[I],A), est iso-morphe à l'ensemble des α ∈ AI tels que les αi 
ommutent via ϕ 7→ (ϕ(Xi))i∈I et α 7→ evα.Remarques :1. Dans les 
as suivants la 
ondition de 
ommutation sur les αi est automatiquement véri�ée.(a) Si card(I) = 1. Dans 
e 
as :

HomA�alg(A[X ],A) ∼= A(b) Si A est 
ommutative. Dans 
e 
as :
HomA�alg(A[I],A) ∼= AI2. L'image de evα est la sous�A�algèbre de A engendrée par α.3. Un polyn�me P ∈ A[I] �xé détermine, si A est 
ommutative, une appli
ation :
P̂ : AI → A

α 7→ P (α)

P̂ est appelée fon
tion polyn�me dé�nie par P . En parti
ulier, si A = A on obtient unmorphisme d'algèbres :
A[I]→ AAI

P 7→ P̂

✖ Ce morphisme n'est en général ni inje
tif, ni surje
tif.3.3 Algèbres 
ommutatives sur un 
orps, éléments algébriques
�

�

�

�
Dans tout 
e paragraphe, K désigne un 
orps et A une K�algèbre 
ommutative.Soit α = (α1, . . . , αn) ∈ An. On note K[α1, . . . , αn] (ou K[α]) la sous�algèbre engendrée par les

αi, i.e l'image de l'appli
ation :
evα : K[X1, . . . , Xn]→ A

P 7→ P (α)Ainsi, l'ensemble K[α1, . . . , αn] s'identi�e à un quotient de K[X1, . . . , Xn].
✖ Il est important de ne pas 
onfondre K[α] ave
 le s-ev 〈α〉K ⊂ A. En e�et :

〈α〉K =

{
n∑

i=1

λiαi

∣∣∣∣∣ (λi)i ∈ K
n

}
⊂ K[α] = {P (α) |P ∈ K[X1, . . . , Xn]}Mais il n'y a en général pas égalité.Dé�nition 3.3.1 (K�algèbre 
ommutative de type �ni)On dit que A est de type �ni si elle véri�e l'une des 
onditions équivalentes suivantes :(i) il existe une partie �nie S ⊂ A qui engendre A 
omme K�algèbre ;(ii) il existe un entier n ∈ N et un morphisme surje
tif de K�algèbre ϕ : K[X1, . . . , Xn]→ A.Remarque :1. Un K�e.v de dimension �nie est une K�algèbre de type �ni.2. K[X ] est une K�algèbre de type �ni, engendrée par {X} mais est de dimension in�nie 
omme

K�e.v.



3.3. ALGÈBRES COMMUTATIVES SUR UN CORPS, ÉLÉMENTS ALGÉBRIQUES 51Algèbres monogènes :On se pla
e dans le 
as où A = K[α], ave
 α ∈ A. On a alors un morphisme surje
tif :
evα : K[X ]→ A

P 7→ P (α)

Ker(evα) est alors engendré par un polyn�me P0 ∈ K[X ] 
ar K[X ] est prin
ipal (
ar K est un
orps). On distingue alors deux 
as.1. Si P0 = 0. Alors evα est un isomorphisme don
 dimKK[α] =∞.2. Si P0 6= 0. On peut alors supposer que P0 est unitaire. Alors :
K[X ]/(P0) ∼= K[α]En parti
ulier, si d := deg(P0) la famille (1, X, . . . , X

d−1
) est une K�base de K[X ]/(P0), 
equi entraîne que (1, α, . . . , αd−1) est une K�base de K[α]. Ainsi dimKK[α] = deg(P0) < ∞.

P0 est alors appelé polyn�me minimal (unitaire) de α sur K et deg(P0) se voit a�ubler dusobriquet fort surprenant de degré de α sur K, noté degK(α).Proposition 3.3.1 (Critère d'Eisenstein)Soit P = anX
n + an−1X

n−1 + . . .+ a1X + a0 ∈ Z[X ].Supposons qu'il existe un nombre premier p tel que :(i) ∀0 ≤ i ≤ n− 1, p|ai ;(ii) p ∤ an ;(iii) p2 ∤ a0.Alors P est irrédu
tible dans Q[X ].Dé�nition 3.3.2 (Éléments algébriques, trans
endants)Soit α ∈ A.Alors on dit que α est . . .(i) . . . algébrique si evα n'est pas inje
tive, i.e si ∃P ∈ K[X ] \ {0} tel que P (α) = 0 ;(ii) . . . trans
endant dans le 
as 
ontraire.Exemple : Si K = Q et A = C, les éléments algébriques (resp. trans
endants) sont appelés 3nombres algébriques (resp. nombres trans
endants).1. i est algébrique de polyn�me minimal X2 + 1 don
 de degré 2.2. Si p est un nombre premier et n ≥ 1, n
√
p est algébrique de polyn�me minimal Xn − P . Ene�et , 
e polyn�me est irrédu
tible (par 
ritère d'Eisenstein), unitaire et s'annule en p don
est son polyn�me minimal.3. Il existe des nombres trans
endants. Les premiers exemples expli
ites en sont dus à Liou-ville (∑n≥0

1
2n! ), Hermite (e, 1873) et Lindemann (π, 1882). De nombreux problèmes restenttoutefois ouverts : on ne sait par exemple toujours pas à l'heure a
tuelle si e + π est tran-s
endant !Proposition 3.3.2Soient α1, . . . , αn ∈ A des éléments algébriques sur K.Alors :(i)

dimKK[α1, . . . , αn] ≤
n∏

i=1

degK(αi)(ii) tout élément de K[α1, . . . , αn] est algébrique sur K.Démonstration :� Remarquons tout d'abord que (i) implique (ii). En e�et, si on suppose (i) et que l'on sedonne a ∈ K[α1, . . . , αn], K[a] est une sous�algèbre de K[α1, . . . , αn] don
 est de dimension�nie. Qui plus est, a est annulé par un polyn�me de degré inférieur à ∏n
i=1 degK(αi).3. Surprise . . .



52 CHAPITRE 3. EXTENSIONS DE CORPS� Démontrons à présent le point (i). L'algèbre K[α1, . . . , αn] est engendré 
omme K�e.v parles mon�mes en les αi. Si on pose, pour tout 1 ≤ i ≤ n di := degK(αi), alors :
K[αi] = 〈1, αi, . . . , α

di−1
i 〉KAinsi, pour tout m ∈ N, αm

i est 
ombinaison linéaire de la famille (〈1, αi, . . . , α
di−1
i ). Defa
to, pour tout m = (m1, . . . ,mn) ∈ Nn, αm :=

∏
i α

mi

i est 
ombinaison linéaire des ∏i α
ei
i ,ave
 les ei < di, qui sont en nombre �ni. D'où le résultat.

✍ Désormais, on dira qu'une K�algèbre est de dimension �nie si elle est de dimension �nie entant que K�e.v.Corollaire 3.3.2.1L'ensemble A0 des éléments de A algébriques sur K est une sous algèbre de A qui est réunion desous�algèbres de dimension �nie de A.
☞ En parti
ulier, le produit et la somme de deux éléments algébriques est algébrique.
✖ A0 n'est pas né
essairement de dimension �nie.Démonstration : Soit j : K → A le morphisme stru
tural. Alors, 
omme pour tout λ ∈ K
j(λ) est annulé par X − λ, j(K) ⊂ A0. Il ne nous reste don
 plus qu'à montrer que si a, b ∈ A0,
K[a, b] ⊂ A0. Or la proposition pré
édente, K[a, b] est un sous�espa
e de dimension �nie de A0. A0est don
 bien une K�algèbre, qui véri�e en outre que :

A0 =
⋃

α∈A0

K[α]Ave
 les K[α] de dimension �nie sur K.Proposition 3.3.3Soit B une K�algèbre (non né
essairement 
ommutative) de dimension �nie.Alors tout élément régulier à gau
he (par exemple) de B est inversible à droite et à gau
he.Par 
onséquent :
B est un anneau intègre

⇔
B est un 
orpsDémonstration : Si a ∈ B est régulier à gau
he, x 7→ ax ∈ EndK(B) et est inje
tif, don
 bije
tif
ar dimK(B) <∞. D'où le résultat.Remarque : Autrement dit, tout élément algébrique α non diviseur de zéro est inversible.Mieux 4 : on peut en expli
iter l'inverse. En e�et, si il existe λ0, . . . λd−1 tels que αd+λd−1α

d−1+. . .+λ0 = 0,alors si λ0 = 0, on peut fa
toriser par α puis simpli�er, obtenant ainsi une relation de degré stri
te-ment inférieur à d : on peut don
 supposer λ0 ∈ K∗ = K×. Ainsi :
α−1 = −(λd−1 + λd−1α

d−2 + . . .+ λ1)λ
−1
0Corollaire 3.3.3.1 (Fermetures algébriques d'un 
orps)Si A est intègre, alors A0 est un 
orps, appelé fermeture algébrique de K dans A.Exemple : On se pla
e dans le 
as K = Q, A = R. A0 est alors l'ensemble des nombresalgébriques réels et est don
 un sur�
orps de Q. Cependant, dimK(A0) =∞ 
ar pour tout n ∈ N∗,

A0 
ontient Q[ n
√
2], qui est de dimension n 
ar le polyn�me minimal sur Q de n

√
2 est Xn − 2.3.4 Généralités sur les extensions de 
orpsDé�nition 3.4.1 (Extension de 
orps)Soit k un 
orps.On appelle alors extension de k toute k�algèbre qui est un 
orps.4. En�n, 
ela dépend du point de vue . . .
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orps k, on a un morphisme stru
tural j : k → K qui est inje
tif
ar k est un 
orps et K 6= {0}. De fait, k →֒ K et don
 on identi�era en général k au sous�
orps
j(k) de K.2. Si S est une partie d'une extension K d'un 
orps k, il existe une plus petite extension de k
ontenant S. On l'appelle (à la surprise générale) extension engendrée par S et on la note
k(S). Il s'agit de l'interse
tion de tous les sous�
orps de K 
ontenant j(k) et S. De plus, k(S)est l'ensemble de quotients de k[S], i.e :
k(S) =

{
P (s1, . . . , sn)

Q(s1, . . . , sn)

∣∣∣∣ n ∈ N∗, s1, . . . sn ∈ S, P,Q ∈ k[X1, . . . , Xn], Q(s1, . . . , sn) 6= 0

}De fa
to, k(S) est également isomorphe au 
orps des fra
tions de k[S].3. Si S est une partie d'une extension K d'un 
orps k, l'extension K 
ontient don
 :(a) l'ensemble 〈S〉k des 
ombinaison k�linéaires d'éléments de S ;(b) l'ensemble k[S] des polyn�mes en les éléments de S ;(
) l'ensemble k(S) des fra
tions rationnelles en les éléments de S.On a bien évidemment les in
lusions suivantes :
〈S〉k ⊂ k[S] ⊂ k(S)4. Si S est une partie d'une extension K d'un 
orps k telle que tous les éléments de S soientalgébriques sur k, alors k[S] est un 
orps et don
 k(S) = k[S].5. k(X) est bien l'extension de 
orps engendrée par {X} ⊂ k[X ]. On a alors k[X ]  k(X).

✍ Désormais, on notera (si nulle ambiguité n'est à 
raindre) K/k une extension K d'un 
orps k.Dé�nition 3.4.2 (Extensions algébrique, trans
endante, �nie, de type �ni)Soit K/k une extension de 
orps.Alors K est dite :(i) algébrique si ses éléments sont algébriques sur k ;(ii) trans
endante sinon ;(iii) �nie si dimk K <∞. On appelle alors degré de K sur k la quantité suivante :
[K : k] := dimk K(iv) de type �ni si elle est engendrée par une partie �nie.

✖ Évitons de trop quotienter !Nous avons vu que si A est un anneau 
ommutatif, alors :1. Un A�module de type �ni est isomorphe à un quotient d'un des A�modules An, n ≥ 1 ;2. Une A�algèbre de type �ni est isomorphe à un quotient d'une des A�algèbres A[X1, . . . , Xn],
n ≥ 1.Qu'on se le dise : il n'existe pas d'analogue à 
ette propriété pour les extensions detype fini. En e�et, le seuls anneaux quotients d'un 
orps sont {0} et lui�même et ne présententde fait qu'assez peu d'intérêt.Proposition 3.4.1Soit K/k une extension de 
orps.Alors :(i) K/k est �nie ⇔ K/k est algébrique et de type �ni ;(ii) K/k est algébrique ⇔ K/k est réunion d'extensions �nies de k.Démonstration :

(i) (⇒) Trivial.
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(⇐) K est de type �ni, don
 K = k(S), ave
 S �nie. De plus, 
ette extension est algébriquedon
 tous les éléments de S le sont. Don
 k[S] est une algèbre de dimension �nie, qui estde plus intègre en tant que sous�anneau d'un 
orps. Don
 k(S) = k[S] est de dimension�nie. D'où le résultat.

(i) (⇒) Il su�t de remarquer que :
K =

⋃

α∈K

k(α)Comme les k(α) sont algébriques et de type �ni, on déduit le résultat du point (i).
(⇐) Trivial.Exemples :1. L'extension k(X1, . . . , Xn)/k est trans
endante et de type �ni.2. R/Q est quant à elle trans
endante mais pas de type �ni.3. C/R est �nie et [C : R] = 2.4. Q( n
√
2)/Q est �nie et [Q( n

√
2) : Q] = 2.5. L'ensemble des nombres algébriques réels est une extension algébrique in�nie (i.e non �nie)de Q, don
 n'est pas de type �ni.Dé�nition 3.4.3 (Plongement)Soient K/k et L/k deux extensions de 
orps.Un morphisme d'extensions ϕ : K → L (i.e un morphisme d'algèbres entre deux extensions d'unmême 
orps) est appelé k�plongement.

☞ Remarquons q'un plongement est toujours inje
tif.
✖ Il arrivera que nous ayons à 
onsidérer des plongements di�érents d'une extension dans uneautre. Il 
onviendra alors de ne pas identi�er l'extension de départ à son image par l'un ou l'autredes dits plongements 5Exemple : L'in
lusion et la 
onjugaison 
omplexe sont deux Q�plongements de Q(i) dans C.Remarque : Si σ : K → L est un k�plongement et que P ∈ K[X ], on notera P σ l'image de Ppar le morphisme σ̂ : K[X ] → L[X ] induit par σ (i.e obtenu en appliquant σ aux 
oe�
ients despolyn�mes de K[X ]). Dans le 
as où nulle ambiguité ne sera à 
raindre, on notera P σ simplement"P".Extensions monogènes :Soit K/k une extension de 
orps et soit α ∈ K. Interessons nous à l'extension k(α)/k.1. Si α est trans
endant sur k. Alors le morphisme d'évaluation evα : k[X ] → K est inje
tifdon
 induit un isomorphisme :

k[X ] ∼= k[α]On peut de plus prolonger 
et isomorphisme aux 
orps des fra
tions, via P

Q︸︷︷︸
6=0

7→ P (α)

Q(α)︸ ︷︷ ︸
6=0 
ar α est trans
endant,
e qui nous donne :0

k(X) ∼= k(α)2. Si α est algébrique sur k. Soit P0 ∈ k[X ] le polyn�me minimal de α sur k. Alors le morphismed'évaluation evα : k[X ]→ K induit un isomorphisme :
k[X ]/(P0) ∼= k[α] = k(α)On a don
 que (1, α, . . . , αdeg(P0)−1) forme une k�base de k(α) et que :

[k(α) : k] = deg(P0)5. À moins de souhaiter absolument é
rire des 
hoses 
atastrophiquement obs
ures.
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☞ En résumé :(i) un extension trans
endante monogène d'un 
orps k est isomorphe à k(X) ;(ii) un extension algébrique monogène d'un 
orps k est isomorphe à un quotient k[X ] par unpolyn�me irrédu
tible unitaire.Lemme 3.4.1 (Bases téles
opiques)Soit A un anneau 
ommutatif.Soit A une A�algèbre 
ommutative et soit (αi)i ∈ AI .Soit E un A�module et soit (eℓ)ℓ ∈ EL.Alors :(i) si (αi)i est A�libre dans le A�module A et si (eℓ)ℓ est A�libre dans le A�module E, alors

(αieℓ)i,ℓ est A�libre dans E.(ii) si (αi)i est une famille A�génératri
e du A�module A et si (eℓ)ℓ est une famille A�génératri
edu A�module E, alors (αieℓ)i,ℓ est une famille A�génératri
e de E.(iii) si (αi)i est une A�base du A�module A et si (eℓ)ℓ est une A�base du A�module E, alors
(αieℓ)i,ℓ est une A�base de E.Démonstration : Contentons nous de démontrer le (i). Supposons qu'il existe une famille (ξi,ℓ)i,ℓd'éléments de A telle que : ∑

ℓ∈L

∑

i∈I

ξi,ℓαieℓ = 0Alors, par A�liberté de (eℓ)ℓ, on a :
∀ℓ ∈ L,

∑

i∈I

ξi,ℓαieℓ = 0Et don
, 
omme (αi) est A�libre :
∀ℓ ∈ L, ∀i ∈ I, ξi,ℓ = 0D'où le résultat.Exemple : Soit E = 〈e1, . . . , en〉C un C�e.v. Alors la famille (e1, ie1, . . . , en, ien) forme une

R�base de E est don
 dimRE = 2dimCE.Proposition 3.4.2Soit K/k une extension de 
orps.Soit E un K�e.v.Alors :
dimk E = [K : k] dimK ECorollaire 3.4.2.1Soient K/k et L/K deux extensions de 
orps.Alors L est une extension de k et :
[L : k] = [L : K][K : k]Exemple : Démontrons que √2 /∈ Q( 3
√
2). À 
et e�et, remarquons que :� [Q( 3

√
2) : Q] = 3 ;� [Q(
√
2) : Q] = 2.Ainsi, si √2 appartenait à Q( 3

√
2), alors 2 diviserait 3, 
e qui 
onstitue un fait relativement inhab-ituel. On démontre de la même façon que les seuls sous�
orps de Q( 3

√
2) dont Q et Q( 3

√
2).Corollaire 3.4.2.2Soient K/k et L/K deux extensions algébriques.Alors L/k est une extension algébrique.



56 CHAPITRE 3. EXTENSIONS DE CORPSDémonstration : Soit α ∈ L. Comme L/K est algébrique, il existe un polyn�me non nul
P =

∑d
i=0 aiXi ∈ K[X ] admettant α 
omme ra
ine. De fait, k(a1, . . . , ad)/k est une extensionalgébrique de type �ni (
ar k(a1, . . . , ad) ⊂ K) don
 est �nie. De plus, P ∈ k(a1, . . . , ad)[X ] don


α est algébrique sur k(a1, . . . , ad). Ainsi, [k(a1, . . . , ad)(α) : k(a1, . . . , ad)] et [k(a1, . . . , ad) : k] sont�nis, 
e qui implique que k(a1, . . . , ad)(α) : k] est �ni, don
 α est algébrique sur k.Corollaire 3.4.2.3Soit K/k une extension �nie de degré premier.Alors K et k sont les seuls sous�
orps de K 
ontenant k.
☞ En parti
ulier, K/k est un extension monogène, engendrée par n'importe quel élément de K\k.3.5 Extensions quadratiquesDé�nition 3.5.1 (Extension quadratique)On appelle extension quadratique toute extension de 
orps �nie de degré 2.Considérons un polyn�me P := X2 + pX + q ∈ k[X ].
✍ On rappelle qu'étant donné un polyn�me Q ∈ k[X ], on a :

(Q est irrédu
tible sur k)⇒ (Q n'admet au
une ra
ine sur k) dés que deg(Q) > 1En revan
he :
(Q est irrédu
tible sur k)⇐ (Q n'admet au
une ra
ine sur k) si et seulement si deg(Q) ∈ {1, 2, 3}� Cas 1 : k n'est pas de 
ara
téristique 2. On a alors :

P =
(
X +

p

2

)2
− p2 − 4q

4
=

1

4

(
(2X + p)

2 −∆
)Où ∆ := p2 − 4q est le dis
riminant de P .Ainsi :

α est ra
ine de P dans une extension de k
⇔

β := 2α+ p véri�e β2 = ∆De fa
to :
P est irrédu
tible sur k

⇔
∆ n'est pas un 
arré dans k.Dans 
e 
as, on a, via l'isomorphisme Y modY 2 −∆ 7→ 2X + pmodP :
k[Y ]/(Y 2 −∆) ∼= k[X ]/(P )Le quotient k[Y ]/(Y 2 − ∆) est souvent noté k(√∆) 
ar Y 2

= ∆. Cela ne veut absolumentpas dire qu'on dispose sur 
et ensemble d'une quel
onque fon
tion "√ ".De plus, P admet deux ra
ines dans l'extension k(√∆)/k, égales à −p± δ
2

, où δ = Y . Onvéri�e de plus que :
k(
√
∆1) ∼= k(

√
∆2)

⇔
∆2

∆1
est un 
arré� Cas 2 : k est de 
ara
téristique 2.� Si p = 0, alors :� si q est un 
arré (q = α2), P = (X + α)2 don
 admet α 
omme ra
ine double ;� si q n'est pas un 
arré, P est irrédu
tible et don
 k[X ]/(X2 + q) est une extensionquadratique de k , notée k(√q) (
ar q = −q), dans laquelle P admet une ra
ine double.



3.5. EXTENSIONS QUADRATIQUES 57� Si p 6= 0, alors :
P = p2

((
X

p

)2

+
X

p
+

q

p2

)De fait :
α est ra
ine de P dans une extension de k

⇔
β :=

α

p
est ra
ine de Q = Y 2 + Y +

q

p2Dans 
e 
as, 
omme Q(Y ) = Q(Y + 1), l'autre ra
ine de Q est β + 1.Con
lusion : Donnons nous à présent une extension quadratique K sur un 
orps k. Alors,d'après le 
orollaire 3.4.2.3, 
ette extension est monogène don
 isomorphe au quotient k[X ]/(P ),où P est un polyn�me irrédu
tible de degré 2. Ainsi, d'après 
e qui pré
ède :� si k n'est pas de 
ara
téristique 2, alors :
K ∼= k[X ]/(X2 −∆), ave
 ∆ ∈ k∗ non 
arré ;� si k est de 
ara
téristique 2, alors :
K ∼= k[X ]/(X2 + q), ave
 q ∈ k∗ non 
arréou bien :

K ∼= k[X ]/(X2 +X + c), ave
 c ∈ k n'étant pas de la forme c = u2 + u, u ∈ kRemarque : En 
ara
téristique 2, x 7→ x2 est un endomorphisme inje
tif de k et x 7→ x2 + xest un endomorphisme de k de noyau F2 := {0, 1}.
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Chapitre 4Ra
ines
�

�

�

�
Dans tout 
e 
hapitre et sauf mention du 
ontraire, les anneaux seront supposés 
ommutatifs .4.1 Algèbre des restes, 
orps de ruptureDonnons nous un anneau A et un polyn�me non nul P ∈ A[X ]. On pose A = A[X ]/(P ) et onmunit 
e quotient de sa stru
ture naturelle d'algèbre sur A. En�n, on pose ω = XmodP ∈ A eton remarque que P (ω) = 0 dans A. On a alors la propriété universelle suivante :Proposition 4.1.1Soit R une A�algèbre.Alors :

HomA−alg(A,R) ∼= {α ∈ R |P (α) = 0}via l'isomorphisme ϕ 7→ ϕ(ω), de ré
iproque α 7→ (evα : A → R).Soit P =
∑d

i=0 aiX
i ∈ A[X ], ave
 ad ∈ A×. On peut alors e�e
tuer une division eu
lidiennepar P dans A[X ], même si A n'est pas un 
orps. Ainsi, Ad−1[X ] est le supplémentaire de (P ) dans

A[X ], i.e :
A[X ] ∼= Ad−1[X ]⊕ (P )On obtient de fait un isomorphisme de A�modules :
Ad−1[X ] ∼= A[X ]/(P )Et don
 l'algèbre A est libre (en tant que A�module) de base (1, ω, . . . , ωd−1).

�

�

�

�
On se donne dans la suite de 
e paragraphe un 
orps k.Dé�nition 4.1.1 (Algèbre des restes)Soit P ∈ k[X ] \ {0}.On appelle (k�)algèbre des restes de P le quotient k[X ]/(P ).Exemples :1. C est la R�algèbre des restes de X2 + 1.2. La k�algèbre des restes de X2 est appelée k�algèbre des nombres duaux. On la note k[ε]. Leséléments de 
ette algèbre sont de la forme x + yε, ave
 x, y ∈ k et ε := X (don
 véri�ant

ε2 = 0). On a de fait la relation :
∀x, x′, y, y′ ∈ k, (x+ yε)(x′ + y′ε) = xx′ + (xy′ + x′y)εProposition 4.1.2 (Cas irrédu
tible)Soit P ∈ k[X ] un polyn�me non nul.Soit A l'algèbre des restes de P .Alors :(i) P est irrédu
tible ⇔ A est un 
orps ; 59



60 CHAPITRE 4. RACINES(ii) si P est irrédu
tible, alors A forme une extension de k dans laquelle P admet une ra
ine ωet véri�ant :
[A : k] = deg(P )De plus, P est alors le polyn�me minimal de ω sur kRemarque : Si P est irrédu
tible et que L/k est une extension de 
orps, on a une bije
tionentre l'ensemble des ra
ines de P dans L et l'ensemble homk−alg(A,L) des k�plongements de Adans L. Ainsi, il y a au plus deg(P ) tels k�plongements.De plus, si σ est un k�plongement de A dans L 
orrespondant à une ra
ine α ∈ L de P , on a :

σ(A) = k(α) ⊂ LCe qui induit un isomorphisme d'extensions de 
orps :
A ∼= k(α) ⊂ LDé�nition 4.1.2 (Corps de rupture)Soit P ∈ k[X ] un polyn�me irrédu
tible.On appelle 
orps de rupture de P (sur k) tout 
ouple (K, α), où(i) K/k est une extension de 
orps ;(ii) α ∈ K est une ra
ine de P ;(iii) K = k(α).Proposition 4.1.3Tout polyn�me irrédu
tible P ∈ K[X ] un 
orps de rupture dé�ni par :

(A, ω) := (k[X ]/ (P ) , XmodP )De plus, si (K, α) est un 
orps de rupture de P , il existe un unique k�isomorphisme de A sur Kenvoyant ω sur α.Corollaire 4.1.3.1 (Uni
ité du 
orps de rupture)Soit P ∈ k[X ] un polyn�me irrédu
tible.Alors le 
orps de rupture de P est unique à isomorphisme unique près, i.e si (K, α) et (L, β) sontdeux 
orps de rupture de P , il existe un unique k�isomorphisme de K dans L envoyant α sur β.Exemples :1. Trois 
orps de ruptures de X2 + 1 sur R sont (R[X ]/(X2 + 1), X), (C, i) et (C,−i). On aalors les isomorphismes suivants :
(R[X ]/(X2 + 1), X)

(C, i)

(C,−i)

z

z̄
Q

Q(−i)

Q

Q(i)

2. Quatre 
orps de rupture de X3 − 2 sur Q sont, si on pose j = e2i
π
3 :



4.2. CORPS DE DÉCOMPOSITION 61(a) (A, ω) := (Q[X ]/(X3 − 2), X) ;(b) (K1, α1) := (Q( 3
√
2), 3
√
2) ;(
) (K2, α2) := (Q(j 3

√
2), j 3
√
2) ;(d) (K3, α3) := (Q(j2 3

√
2), j2 3

√
2).Les 
orps K1, K2 et K3 sont isomorphes mais deux à deux distin
ts. En e�et, K1 6= K2 
ar

K2  R. En fait, α1 est la seule ra
ine réelle de X3−2 
ar α2, α3 /∈ R : P a une unique ra
inedans K1 don
 il en est de même dans K2 et K3 par isomorphisme. Par 
onséquent :
K1 6= K2 6= K3 6= K14.2 Corps de dé
ompositionDé�nition 4.2.1 (Corps de dé
omposition)Soit K un 
orps.Soit P ∈ K[X ] \ {0}.On appelle 
orps de dé
omposition de P sur K une extension de 
orps E/K véri�ant que :(i) P est s
indé sur E, i.e ∃λ, α1, . . . , αd ∈ E tels que :
P = λ

d∏

i=1

(X − αi)(ii) E = K(α1, . . . , αd).
☞ Au sens de l'in
lusion, E est don
 la plus petite extension de K où "P a toutes ses ra
ines".
✍ Remarquons que l'on n'a pas supposé i
i que P était irrédu
tible sur K. De plus, on a né
es-sairement λ ∈ K (λ est le 
oe�
ient dominant de P ).Proposition 4.2.1Soit K un 
orps.Soit P ∈ K[X ] \ {0}.Alors, si E est un 
orps de dé
omposition de P , l'extension E/K est �nie (i.e [E : K] <∞).Démonstration : Trivial.Proposition 4.2.2Soit K un 
orps.Soit P ∈ K[X ] \ {0}.Soit L une extension de K sur laquelle P est s
indé.Alors L 
ontient un unique 
orps de dé
omposition de P sur K. Il s'agit de fa
to de l'extension de
K engendrée par les ra
ines de P sur L.Proposition 4.2.3Soit K un 
orps.Soit P ∈ K[X ] \ {0}.Alors :(i) P admet un 
orps de dé
omposition E sur K tel que :

[E : K] ≤ (deg (P ))!(ii) Si E et F sont deux 
orps de dé
omposition de P sur K alors :
E ∼= FDémonstration :(i) On pro
ède par ré
urren
e sur deg(P ) (adjon
tion itérée de ra
ines).(ii) Admis.
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✌ À 
e stade, il peut être intéressant 1 de dresser un petit tableau ré
apitulatif :Corps de rupture Corps de dé
ompositionHypothèse sur P P est irrédu
tible P 6= 0Nature Extension de 
orps Extension de 
orps
ontenant une ra
ine de P 
ontenant les ra
ines de PExisten
e, uni
ité Existen
e et uni
ité Existen
e et uni
itéà ismorphisme unique près à ismorphisme prèsDans une extension Il peut y avoir On a au plus undonnée L/K . . . plusieurs 
orps de 
orps de dé
ompositionrupture de P de P , qui peutavoir des automorphismesnon triviauxExemples :1. On se pla
e dans le 
as K := Q, P := X3 − 2. On note α1 := 3

√
2, α2 := j 3

√
2 et α3 := j2 3

√
2les ra
ines 
omplexes de P . Alors E := Q(α1, α2, α3) est le seul 
orps de dé
omposition de

P in
lus dans C. Démontrons que [E : Q] = 6.� Méthode 1. On a vu que α2 /∈ Q(α1), don
 :
Q ⊂ Q(α1)  Q(α1, α2) ⊂ EOr [Q(α1) : Q] = 3 don
 3 < [E : Q] et 3|[E : Q]. De fa
to, par la proposion 4.2.3,

[E : Q] ≤ 6. In �ne, on a bien [E : Q] = 6� Méthode 2. P a deux ra
ines dansQ(α1, α2). Or, α1+α2+α3 = 0 don
 α3 = −(α1+α2) ∈ Q(α1, α2).De fait, E = Q(α1, α2).Cal
ulons à présent degQ(α1)(α2). On sait que dans Q(α1)[X ], il existe un polyn�me Q dedegré 2 n'admettant pas α1 
omme ra
ine tel que :
X3 − 2 = (X − α1)Q et Q(α2) = 0De fait, [Q(α1, α2) : Q(α1)] ≤ 2. D'autre part, α2 /∈ Q(α1) don
 [Q(α1, α2) : Q(α1)] = 2 :

[E : Q] = [Q(α1, α2) : Q(α1)][Q(α1) : Q] = 2× 3 = 62. On se pla
e dans le 
as K := Q, P := X2−2. Alors Q[X ]/(P ) et Q(−√2,√2) sont deux 
orpsde dé
ompositions distin
ts (mais isomorphes) de P qui y admet pour ra
ines respe
tivement
−X,X et −√2,√2.3. On se pla
e dans le 
as K := Q(j), P := X3 − 2. Le polyn�me minimal de j sur Q est
1 + X + X2 don
 [K : Q] = 2. De plus, P est irrédu
tible sur K 
ar dans le 
as 
ontraire,
omme il est de degré 3, il admettrait une ra
ine sur K, 
e qui est impossible 
ar P est unpolyn�me irrédu
tible de degré 3 sur Q et que [K : Q] = 2. Or (ave
 les notations du 1.)
α2 = jα1, α3 = jα2 et j = α2

α1
don
 K(α1) = Q(j, α2) = E. De fait, E est aussi le 
orps dedé
omposition dans C de P sur K et [E : K] = 3.4.3 Corps algébriquement 
los, 
l�ture algébriqueDé�nition 4.3.1 (Corps algébriquement 
los)Un 
orps K est dit algébriquement 
los si il véri�e l'une des 
onditions équivalentes suivantes :(i) tout polyn�me de K[X ] non 
onstant admet une ra
ine dans K ;(ii) tout polyn�me non nul de K[X ] est s
indé sur K ;(iii) tout polyn�me irrédu
tible de K[X ] est de degré 1 ;(iv) toute extension algébrique de K est isomorphe à K ;(v) toute extension �nie de K est isomorphe à K.1. Et ludique !



4.4. ÉLÉMENTS ALGÉBRIQUES SÉPARABLES 63Dé�nition 4.3.2 (Cl�ture algébrique)Un 
l�ture algébrique d'un 
orps K est une extension algébrique de K qui est un 
orps algébrique-ment 
los.Lemme 4.3.1Soit Ω/K une extension algébrique telle que tout polyn�me non nul de K[X ] soit s
indé sour Ω.Alors Ω est un 
orps algébriquement 
los (et don
 une 
l�ture algébrique de K).Démonstration : Soit L/Ω une extension algébrique. Démontrons que L = Ω. Si α ∈ L, alors αest algébrique sur Ω qui est algébrique sur K don
 α est algébrique sur K, i.e ∃P ∈ K[X ] \ {0} telque P (α) = 0. Or, par hypothèse, il existe λ ∈ K et β1, . . . , βd ∈ Ω tel que :
P = λ

d∏

i=1

(X − βi)Or α est ra
ine de P don
 il existe un indi
e 1 ≤ i ≤ d tel que α = βi ∈ Ω. D'où le résultat.Le théorème qui suit fut énon
é par Jean le Rond D'Alembert et démontré par Johann CarlFriedri
h Gauss :Théorème 4.3.1 (D'Alembert�Gauss)
C est algébriquement 
los.Démonstration : Se référer à un 
ours d'analyse 
omplexe (par exemple).Corollaire 4.3.1.1Le 
orps Q des nombres 
omplexes algébriques est une 
l�ture algébrique de Q.Démonstration : Soit P ∈ Q[X ] \ {0}. Par théorème de D'Alembert�Gauss, P est s
indé sur C.Or, par dé�nition de Q, les ra
ines de P sont dans Q. De fait, P est s
indé sur Q, d'où le résultatpar lemme 4.3.1.Proposition 4.3.2 (Steinitz)Soit K un 
orps.Alors :(i) K admet une 
l�ture algébrique ;(ii) deux 
l�tures algébriques de K sont K�isomorphes.Démonstration : Admis (utilise le lemme de Zorn).4.4 Éléments algébriques séparablesDé�nition 4.4.1 (Éléments séparables)Soit k un 
orps.(i) Un polyn�me P ∈ k[X ] \ {0} est dit séparable si ses ra
ines (dans un 
orps de dé
ompositionou une 
l�ture algébrique de k) sont simples (i.e de multipli
ité 1).(ii) Un élément α algébrique sur k (dans une extension de k) est dit séparable (sur k) si sonpolyn�me minimal sur k l'est.Proposition 4.4.1Soit k un 
orps.Soient P,Q ∈ k[X ] \ {0}.Alors :(i) si Q est séparable et si P |Q, P est séparable ;(ii) si P est séparable, ses fa
teurs irrédu
tibles dans k[X ] sont de multipli
ité 1 (on dit que Pest sans fa
teur 
arré dans k[X ]).Proposition 4.4.2Soient K/k et L/K deux extensions de 
orps.Soit α ∈ L un élément algébrique séparable sur k.Alors α est algébrique séparable sur K et son polyn�me minimal sur K divise son polyn�me minimalsur k.



64 CHAPITRE 4. RACINESExemple : Soit k un 
orps de 
ara
téristique 2. On 
onsidère le polyn�me P := X2 + t, ave

t ∈ k non 
arré dans k. Si α est une ra
ine de P dans une extension de k, alors α2 = t don
 (parrelation de Frobénius) P = (X + α)2. Ainsi, α est ra
ine double de son polyn�me minimal don
est inséparable sur k et P est irrédu
tible dans k[X ] mais inséparable.Dé�nition 4.4.2 (Cara
téristique d'un anneau)Soit A un anneau (
ommutatif).On appelle 
ara
téristique de A l'unique générateur positif du noyau de l'unique morphisme d'an-neau ϕ : Z→ A. On note 
ette quantité car(A).
☞ On a alors :

Im(ϕ) ∼= Z/car(A)ZCara
téristique d'un 
orps :Soit k un 
orps de 
ara
téristique p. D'après la remarque 
i�dessus, Z/nZ est intègre. On doit don
distinguer deux 
as.� Cas 1 : p = 0. Le morphisme ϕ : Z →֒ k se prolonge en un unique plongement j : Q →֒ kdon
 k est une extension de Q. Le 
orps j(Q) est alors le plus petit sous�
orps de k, appelésous�
orps premier de k.� Cas 2 : p est un nombre premier positif. Alors :
ϕ(Z) ∼= Z/pZ →֒ k

ϕ(Z) est alors le plus petit sous�
orps de k, appelé 
orps premier de k. On peut ainsi voir
k 
omme une extension de Fp := Z/pZ. Dans 
e 
as, F : x 7→ xp est un k�endomorphisme de
k, appelé endomorphisme de Frobénius (
ette dernière propriété est vraie dans tout anneau
ommutatif de 
ara
téristique p). Comme k est un 
orps, F est inje
tif : tout élément de kadmet au plus une ra
ine p�ième.Proposition 4.4.3 (Dérivation des polyn�mes)Soit A un anneau (
ommutatif).On dé�nit :

D : A[X ]→ A[X ]

P =

d∑

k=0

akX
k 7→ P ′ :=

d∑

k=1

kakX
k−1Alors :(i) D est A�linéaire et nulle sur A ;(ii) ∀P,Q ∈ A[X ], (PQ)′ = P ′Q+ PQ′ ;(iii) ∀P ∈ A[X ], ∀n ≥ 1, (Pn)′ = nPn−1P ′ ;(iv) si car(A) = 0, alors D est surje
tive si A est un 
orps et :

Ker(D) = A(v) si car(A) est un nombre premier positif p, alors Xp−1 /∈ Im(D) et :
Ker(D) = A[Xp]Proposition 4.4.4Soit K/k une extension de 
orps.Soit α ∈ K.Soit P ∈ k[X ].Alors :(i) α est ra
ine simple de P ⇔ P (α) = 0 et P ′(α) 6= 0 ;(ii) P est séparable ⇔ P et P ′ sont premiers entre eux dans k[X ].Démonstration :

(i) Immédiat.
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(ii) Soit Ω une 
l�ture algébrique de k. Alors :

P et P ′ sont premiers entre eux dans k[X ]⇔ P et P ′ sont premiers entre eux dans Ω[X ]

⇔ P et P ′ sont sans ra
ine 
ommune dans Ω
⇔ P est sans ra
ine multiple dans Ω
⇔ P est séparableProposition 4.4.5Soit k un 
orps.Soit a ∈ k∗.Soit n ≥ 1.Alors :(i) Xn − a est séparable ⇔ car(k) ∤ n ⇔ n1k 6= 0 ;(ii) si car(k) = p > 0,(a) si il existe α ∈ k tel que a = αp, alors (par relation de Frobénius) Xp − a = (X − α)p ;(b) si a n'est pas une puissan
e p�ième dans k alors Xp−a est irrédu
tible et non séparable.Proposition 4.4.6Soit k un 
orps.Soit P ∈ k[X ] un polyn�me irrédu
tible.Alors :

P est séparable ⇔ P ′ 6= 0Démonstration :
P est séparable ⇔ pgcd(P, P ′) = 1

⇔ P ∤ P ′La dernière équivalen
e provient du fait que 
omme P est irrédu
tible, pour tout polyn�me
Q ∈ k[X ] ou bien pgcd(P,Q) = 1 ou bien P |Q. De fait :

P est inséparable ⇔ P ′ est un multiple de P
p′ = 0Corollaire 4.4.6.1Soit k un 
orps.Soit P ∈ k[X ] un polyn�me irrédu
tible.Alors :(i) si car(k) = 0, P est séparable ;(ii) si car(k) = p > 0, on a :

P est inséparable ⇔ P ∈ k[X ]p

⇔ il existe une extension L/k telle que P soit une puissan
e p�ième dans L[X ]Démonstration :(i) Trivial : en 
ara
téristique 0, la nullité de P ′ est équivalente au fait que P est 
onstant.(ii) P ′ = 0⇔ P ∈ k[X ]p, i.e :
P =

n∑

i=0

aiX
ip, les ai ∈ kSoit L/k une extension dans laquelle 
haque ai admet une ra
ine p�ième αi (e.g L = k[X ]/∏

i(X
p − ai)). Alors, dans L[X ] on a, "par la magie de Frobénius" :

P =

n∑

i=0

(αiX
i)p =

(
n∑

i=0

αiX
i

)pD'où le résultat.



66 CHAPITRE 4. RACINESDé�nition 4.4.3 (Corps parfait)Soit k un 
orps.On dit que k est un 
orps parfait s'il véri�e l'une des 
onditions équivalentes suivantes :(i) tout polyn�me irrédu
tible de k[X ] est séparable ;(ii) tout élément algébrique sur k y est séparable.Proposition 4.4.7Soit p un nombre premier positif.(i) tout 
orps algébriquement 
los est parfait ;(ii) toute extension algébrique d'un 
orps parfait est un 
orps parfait ;(iii) tout 
orps de 
ara
téristique nulle est parfait ;(iv) si k est un 
orps de 
ara
téristique p, alors :
k est parfait ⇔ le morphisme de Frobénius F : x 7→ xp est surje
tif

⇔ F ∈ Autk(k)

⇔ tout élément de k y admet une unique ra
ine p�ièmeDémonstration :
(i) Trivial (les irrédu
tibles sont de degré 1).
(ii) Soit k un 
orps parfait et K/k une extension algébrique. Tout élément de K est algébriquesur k don
 y est séparable 
ar 
e dernier est parfait, don
 est séparable sur K. Quod eratdemonstrandum.
(iii) Immédiat 
ar irrédu
tible implique séparable en 
ara
téristique nulle.
(iv) � Si il existe P ∈ k[X ] irrédu
tible et inséparable, alors on sait (
orollaire 4.4.6.1) que

P ∈ k[Xp]. Or, si tous les 
oe�
ients de P admettait une ra
ine p�ième dans k, P seraitune puissan
e p�ième et don
 non irrédu
tible. De fa
to, F n'est pas surje
tif.� Si F n'est pas surje
tif, il existe a ∈ k n'admettant pas de ra
ine p�ième dans k. De fait
Xp−a est irrédu
tible et inséparable d'après le 
orollaire 4.4.6.1. Don
 k n'est pas parfait.Corollaire 4.4.7.1Tout 
orps �ni est parfait.Démonstration : Par argument de 
ardinal, le morphisme de Frobénius est bije
tif dans tout
orps �ni 
ar inje
tif.Remarque :1. Si k est un 
orps de 
ara
téristique p > 0, alors k(T ) est non parfait 
ar T n'y est pas unepuissan
e p�ième.2. Étant donné un 
orps non parfait,on peut l'étendre (resp. le "réduire") en un 
orps parfaitvia 
l�ture algébrique (resp. 
orps premier).



Chapitre 5Théorie de Galois5.1 Plongements d'une extension �nie dans une 
l�ture al-gébriqueDé�nition 5.1.1 (Degré séparable)Soit K un 
orps.Soit Ω une 
l�ture algébrique de K.Pour toute extension �nie L/K, on appelle degré séparable de L/K la quantité :
d (L/K) := card (HomK (L,Ω))

✍ d (L/K) est de fait le nombre de K�plongements de L dans Ω. Comme deux 
l�tures algébriquesde K sont K�isomorphes, d(L/K) ne dépend pas de Ω.Proposition 5.1.1Soit L/K une extension �nie.Alors :
d(L/K) ≥ 1Démonstration : Comme d(L/K) ne dépend pas de Ω, on peut prendre pour Ω une 
l�turealgébrique de L (
ar L/K est �nie).Cas monogène :Supposons que L = K(α) = K[X ]/(P ), ave
 P irrédu
tible. Alors, si Ω est une 
l�ture algébriquede K et si on note RacΩ(P ) l'ensemble des ra
ines de P sur Ω, on a :

HomK(L,Ω) ∼= RacΩ(P )Et don
 :
1 ≤ d(L/K) ≤ deg(P ) = [L : K]On a de plus égalité à droite si et seulement si P n'a que des ra
ines simples dans Ω, i.e estséparable sur K, 
e qui équivaut à dire que α l'est.Lemme 5.1.1Soient L/K et M/L deux extensions �nies.Alors :
d(M/K) = d(M/L)d(L/K)De plus, tout K�plongement de L dans une 
l�ture algébrique de K se prolonge à M.Démonstration : Soit Ω une 
l�ture algébrique de K. On dé�nit r : HomK(M,Ω)→ HomK(L,Ω)par r(f) := f|L . Pour tout j ∈ HomK(L,Ω), r−1({j}) est le nombre de plongements de M dans Ωinduisant j sur L, i.e le nombre de prolongements K�linéaires de j à M. De fait :
r−1({j}) = HomL(M, (Ω, j))67



68 CHAPITRE 5. THÉORIE DE GALOISDe plus, (Ω, j), vue 
omme L�algèbre est une 
l�ture algébrique de L. De fait, 
o card(r−1({j})) = d(M/
L) ≥ 1 don
 r est surje
tive. In �ne :

d(M/K) =
∑

j∈HomK(L,Ω)

card(r−1({j}))︸ ︷︷ ︸
=d(M/L)

= d(M/L)d(L/K)D'où le résultat.Proposition 5.1.2 (Extension (�nie) séparable)Soit L/K une extension �nie.Alors :
1 ≤ d(L/K) ≤ [L : K]On a de plus équivalen
e entre les propriétés suivantes :(i) d(L/K) = [L : K] ;(ii) L = K(α1, . . . , αn), ave
 α1, . . . , αn séparables sur K ;(iii) tout élément de L est séparable sur K.Un extension véri�ant l'une de (et don
 toutes) 
es trois propriétés est dite séparable.Démonstration : On pro
ède par ré
urren
e sur n = [L : K] en utilisant le lemme 5.1.1.Dé�nition 5.1.2 (Extension algébrique séparable)Une extension algébrique est dite séparable si 
ha
une de ses sous�extensions �nies l'est (i.e si
ha
un de ses éléments l'est sur le 
orps de base).Proposition 5.1.3Soit K un 
orps.Alors :

K est parfait ⇔ toute extension �nie de K est séparable
⇔ toute extension algébrique de K est séparableProposition 5.1.4 (Extension radi
ielle)Soit L/K une extension �nie.Alors l'ensemble L0 des éléments de L séparables sur K est un sous�
orps de L et :

d(L/K) = [L0 : K]De fait :(i) d(L/K)|[L : K] ;(ii) d(L/L0) = 1.Si L0 = K (i.e d(L/K) = 1), on dit que L/K est une extension radi
ielle 1. Dans 
e 
as, [L : K]est une puissan
e de p := car(K) et :
∀α ∈ L, ∃s ≥ 0, αps ∈ KExemple : Soit K un 
orps non parfait et soit a ∈ K sans ra
ine p�ième dans K. Alors

L := K[X ]/(Xp− a) est une extension radi
ielle de degré p de K véri�ant d(L/K) = RacΩ(P ) = 1.5.2 Automorphismes, extensions galoisiennes
✍ Si L/K est une extension de 
orps, on notera Aut(L/K) := AutK(L) l'ensemble des K�automorphismes de L, i.e l'ensemble des automorphismes du 
orps L induisant l'identité surK →֒ L.1. On parle aussi outre�Man
he de "purement inséparable".



5.2. AUTOMORPHISMES, EXTENSIONS GALOISIENNES 69Exemples :1. Aut(C/R) = {idC, z 7→ z}.2. Si K est un 
orps , on montre que les K�automorphismes de K(T ) sont de la forme :
R(T ) 7→ R

(
aT + b

cT + d

)
, ave
 (a b

c d

)
∈ Gℓ2(K)D'où :

PGℓ2(K) := Gℓ2(K)/K
∗ ∼= AutK(K(T ))Proposition 5.2.1Soit L/K une extension de 
orps.Soit P ∈ K[X ] \ {0}.Soit σ ∈ EndK(L).Alors :

σ (RacL (P )) = RacL(P )Démonstration : Dé
oule immédiatement du fait que σ est inje
tive et que RacL(P ) est unensemble �ni. En e�et, 
omme P ∈ K[X ], ∀z ∈ L, σ(P (z)) = P (σ(z)) 
ar σ|K = idK.
✍ Soit L/K une extension de 
orps et soit P ∈ K[X ] \ {0}. Si σ ∈ Aut(L/K), σ ne fait quepermuter les ra
ines de P sur L. De fait, on obtient une a
tion du groupe Aut(L/K) sur l'ensemble�ni RacL(P ).Corollaire 5.2.1.1Soit L/K une extension algébrique.Alors :

EndK(L) = Aut(L/K)

✖ En revan
he, dans l'extension trans
endante K(T )/K, l'endomorphisme R(T ) 7→ R(T 2) n'estpas surje
tif.Proposition 5.2.2Soit L/K une extension �nie.Alors :
card (Aut (L/K)) ≤ [L : K] <∞De plus, si on a égalité, l'extension L/K est séparable.Démonstration : Soit Ω une 
l�ture algébrique de L. Alors Aut(L/K) ⊂ HomK(L,Ω), d'où lerésultat par proposition 5.1.2.Dé�nition 5.2.1 (Extension galoisienne, groupe de Galois)Soit L/K une extension �nie.Alors l'extension L/K est dite galoisienne si :

card (Aut (L/K)) = [L : K]Dans 
e 
as, le groupe Aut (L/K) = AutK(L) est appelé groupe de Galois de L sur K. On le notealors Gal(L/K).Proposition 5.2.3Une extension galoisienne est séparable.Proposition 5.2.4 (Ordre du groupe de Galois)Soit L/K une extension �nie.Alors le groupe de Galois Gal(L/K) est �ni d'ordre [L : K].



70 CHAPITRE 5. THÉORIE DE GALOISExemples :1. L'extension C/R est galoisienne.2. Plus généralement . . .� En 
ara
téristique di�érente de 2, toute extension quadratique est galoisienne. En ef-fet, une telle extension est (modulo isomorphisme) de la forme K(√d), ave
 d non 
arrédans K et don
 possède uniquement deux automorphismes : l'identité et la "
onjugaison"
a+ b

√
d 7→ a− b

√
d.� Les 
ontrées lointaines de 
ara
téristique 2 abritent deux types d'extensions quadratiques :
elles du types K[X ]/(X2 − t), ave
 t non 
arré dans K, qui sont inséparables don
 nongaloisiennes et 
elles de la forme K[X ]/(X2 + X + c), ave
 c n'étant pas de la forme

c = u2 + u, u ∈ K. Ces dernières possèdent un automorphisme non trivial envoyant X sur
X + 1 et sont don
 galoisiennes.3. Q( 3
√
2)/Q n'est pas galoisienne. En e�et, Aut(Q( 3

√
2)/Q) ∼= RacQ(X

3−2) et don
Aut(Q( 3
√
2)/

Q) = {id
Q( 3√2)}.Proposition 5.2.5Soit L/K une extension �nie.Les propriétés suivantes sont alors équivalentes :(i) L/K est galoisienne ;(ii) L/K est séparable et tout K�plongement de L dans une 
l�ture algébrique de L a pour image

L ;(iii) L/K est séparable et tout polyn�me irrédu
tible P ∈ K[X ] admettant une ra
ine sur L ests
indé sur L ;(iv) L est un 
orps de dé
omposition d'une polyn�me séparable de K[X ].Exemples :1. On 
onsidère l'extension L := Q( 3
√
2) du 
orps Q et on pose α1 := 3

√
2, α2 := j 3

√
2 et

α3 := j2 3
√
2. Un 
l�ture algébrique de L est alors le 
orps Q des nombres algébriques. Alors :� L/Q ne véri�e pas la 
ondition (i) 
ar AutQ(L) ∼= RacL(X

3 − 2) = { 3
√
2} ;� L/Q ne véri�e pas la 
ondition (ii) 
ar le plongement (dans Q) dé�ni par α1 7→ α2 envoie

L sur Q(α2) 6= L ;� L/Q ne véri�e pas la 
ondition (ii) 
ar X3 − 2 est irrédu
tible sur Q et n'admet qu'uneseule ra
ine dans L ;� de fait, (iv) n'est pas non plus véri�ée . . .2. On 
onserve les notations du 1. et on pose M := Q(α1, α2, α3) (de fait, M = Q(α1, j)). Alors
M est le 
orps de dé
omposition dans Q du polyn�me séparable sur QX3−2, don
 l'extension
M/Q est galoisienne et [M : Q] = 6. De fait, G := Gal(M/Q) est d'ordre 6 et laisse stablel'ensemble R := {α1, α2, α3} ⊂ M. On obtient don
, par a
tion de G sur R, un morphismede groupes ρ : G→ S(R) ∼= S3. Or, ρ est inje
tif 
ar si σ ∈ Ker(ρ), σ laisse stable les αi etdon
 σ = idM. En 
on
lusion, on a par égalité de 
ardinaux que :

G ∼= S3Par exemple, la restri
tion τ à M de la 
onjugaison 
omplexe a pour image (dans S(R)) latransposition ρ(τ) = (α2 α3).3. Une fois n'est pas 
outume, 
onservons les notations des points pré
édents et posonsE := Q(j).Le groupe G laisse stable l'ensemble T := {j, j2} = RacC(X
2 + X + 1). On a de fa
to unmorphisme de groupes θ : G → S(T ) ∼= S2, qui est surje
tif 
ar θ(τ) = (j j2). De plus,
omme le seul morphisme non trivial de S3 dans {−1, 1} est la signature don
 :

∀σ ∈ G, σ(j) = j ⇔ σ|E = idE

⇔ ρ(σ) est paire
⇔ σ|R est l'identité ou un 
y
le d'ordre 3De plus :

∀σ ∈ G, σ(j) = j2 ⇔ σ|E est la restri
tion à E de la 
onjugaison 
omplexe
⇔ ρ(σ) est impaire
⇔ σ|R est une transposition



5.2. AUTOMORPHISMES, EXTENSIONS GALOISIENNES 71En 
on
lusion, ∀σ ∈ G, σ(E) = E et σ(L) 6= L en général.Proposition 5.2.6 (Indi
e d'un sous�groupe)Soit G un groupe �ni.Soit H un sous groupe de G.On appelle alors indi
e de H dans G la quantité (G : H) := card(G/H). On a de plus :
card(G) = (G : H) card(H)Lemme 5.2.1 (Artin)Soit L un 
orps.Soit G un sous groupe �ni de Aut(L).Soit K := {x ∈ L | ∀σ ∈ G, σ(x) = x} (on note souvent 2 
et ensemble LG).Alors :(i) K est un sous�
orps de L ;(ii) [L : K] = card(G).En parti
ulier, L/K est une extension galoisienne (don
 �nie) de groupe de Galois G.Théorème 5.2.7 (Correspondan
e de Galois)Soit L/K une extension �nie galoisienne.Soit G le groupe de Galois de L/K.Alors :(i) pour tout sous�groupe H de G, l'ensemble LH := {x ∈ L | ∀σ ∈ H, σ(x) = x} est un sous�
orps de L 
ontenant K et :

[LH : K] = (G : H) i.e [L : LH ] = card(H)(ii) pour tout sous�
orps E de L 
ontenant K, l'extension L/E est galoisienne et :
Gal(L/E) = {σ ∈ G | ∀x ∈ E, σ(x) = x}(iii) les appli
ations H 7→ LH et E 7→ Gal(L/E) sont des bije
tions ré
iproques, dé
roissantes pourl'in
lusion, entre l'ensemble des sous�groupes de G et 
elui des sous�
orps de L 
ontenant

K.Démonstration :
(i) Dé
oule du lemme 5.2.1.
(ii) Soit E un sous�
orps de L 
ontenant K. Comme L/K est galoisienne, L est 
orps de dé
om-position d'un polyn�me séparable P ∈ K[X ], de fait il en est aussi le 
orps de dé
ompositionsur E et P est séparable sur E. Ainsi, L/E est galoisienne et :

Gal(L/E) = {σ ∈ G | ∀x ∈ E, σ(x) = x}

(iii) Il est 
lair que les deux appli
ations 
onsidérées sont dé
roissantes.� Si E est un sous�
orps de L 
ontenant K et que l'on pose E′ = LGal(L/E), il est trivialque E ⊂ E′. Inversement, par dé�nition de E′, on a que Aut(L/E′) = Aut(L/E). Ainsi,
[L : E] = [L : E′] (les deux extensions sont galoisiennes d'après le (ii)). De fa
to, on a bien
E = E′.� Inversement, si H est un sous�groupe de G, il est 
lair que H ⊂ Gal(L/LH). De plus, ona par le (i) que [L : LH ] = cardH don
 H = Gal(L/LH) d'où le résultat.Proposition 5.2.8 (Propriétés de la 
orrespondan
e de Galois)Soit L/K une extension (�nie) galoisienne de groupe de Galois G.Soient H et H ′ deux sous�groupes de G. On note 〈H,H ′〉 le sous�groupe engendré par H∪Hprime.Alors :(i) L〈H,H′〉 = LH ∩ LHprime ;(ii) LH∩H′

= K(LH ∪ LH′

) ;(iii) ∀σ ∈ G, σ(LH) = LσHσ−1 ;(iv) LH/K est galoisienne ⇔ H ⊳G. Dans 
e 
as, on a de plus :
Gal(LH/K) ∼= G/H2. Et en parti
ulier lorsque l'on fait de la théorie des groupes.



72 CHAPITRE 5. THÉORIE DE GALOIS5.3 Appli
ations aux extensions �nies séparablesDans 
e tout paragraphe, on se donne un 
orps K et un 
l�ture algébrique Ω de K. Poursimpli�er, toutes les extensions 
onsidérées seront 
onsidérées in
luses dans Ω et 
ontenant K.Proposition 5.3.1 (Enveloppe galoisienne)Soit L/K une extension �nie séparable.Alors il existe une plus petite extension M/L galoisienne sur K, appelée enveloppe galoisienne de
L.Démonstration : On sait que L = K(a1, . . . , an), ave
 les ai ∈ Ω de polyn�mes minimaux sur K
Pi séparables. Il nous su�t alors de prendre pour M le 
orps de dé
omposition du pp
m des Pi.Proposition 5.3.2Soit L/K une extension �nie séparable.Alors l'enveloppe galoisienne M de L est l'extension engendrée par ⋃σ∈HomK(L,Ω) σ(L), i.e (ave
les notations de la démonstration de la proposition 5.3.1) par les (σ(ai))1≤i≤n, σ∈HomK(L,Ω).Dé�nition 5.3.1 (Conjugués d'un élément séparable)Soit α ∈ Ω un élément séparable sur K.Soit P le polyn�me minimal (séparable) de α sur K.Alors les ra
ines de P sont appelés 
onjugués de α sur K. Il s'agit de fait des images de α par les
K�plongements de K(α) dans Ω.Proposition 5.3.3Soit M/L une extension galoisienne de groupe de Galois G.Soit α ∈M ⊂ Ω un élément séparable sur K.Alors les 
onjugués de α sur K sont les g(α) pour g ∈ G, i.e les éléments de l'orbite de α sousl'a
tion de G sur M.Exemples :1. Les 
onjugués de i sur Q sont i et −i.2. Les 
onjugués de 3

√
2 sur Q sont 3

√
2, j 3
√
2 et j2 3

√
2.Proposition 5.3.4Soit L/K une extension �nie séparable.Alors l'ensemble des 
orps intermédiaires de L/K (i.e des sous�
orps de L 
ontenant K) est �ni.Démonstration : D'après la proposition 5.3.1, on peut supposer que L/K est galoisienne. De fait,par 
orrespondan
e de Galois, l'ensemble des 
orps intermédiaires de L/K est alors équipotent àl'ensemble (�ni !) de sous groupes de Gal(L/K).

✖ Cette propriété est fausse dans le 
as inséparable !En e�et, si l'on se donne un 
orps k in�ni de 
ara
téristique p > 0 et que l'on poseM := k(X,Y ) et
K := k(Xp, Y p) (M/K est alors de degré p2), alors les 
orps (pour t ∈ k) Lt := K(X+tY ) = k(Xp, Y p;X+ty)sont des 
orps intermédiaires deux à deux distin
ts de M/K.Proposition 5.3.5 (Stru
ture du groupe des inversibles d'un 
orps �ni)Soit F un 
orps �ni de 
ardinal q.Alors le groupe (F×,×) est 
y
lique d'ordre q − 1.Lemme 5.3.1Soit K un 
orps in�ni.Soit V un K�e.v.Soient W1, . . . ,Wn  V des s�e.v stri
t de V .Alors :

n⋃

i=1

Wi 6= VDémonstration : Ré
urren
e sur n.



5.4. CORPS FINIS 73Proposition 5.3.6 (Théorème de l'élément primitif)Soit L/K une extension �nie séparable.Alors L/K est monogène.Démonstration :� Si K est �ni, alors L aussi et don
, d'après la proposition 5.3.5, le groupe L× est 
y
lique.De fait, L/K est bien monogène.� Dans le 
as 
ontraire, on remarque que :
L =

⋃

α∈L

K(α)Par proposition 5.3.4, l'ensemble des K(α) est �ni. En 
ontraposant le lemme 5.3.1, on aboutitdon
 à la 
on
lusion que l'un d'entre eux est égal à L.Exemple : L'extension Q(j, 3
√
2) de Q est monogène égale à Q(j + 3

√
2).5.4 Corps �nisDé�nition 5.4.1 (Extension galoisienne 
y
lique)Une extension galoisienne est dite 
y
lique si son groupe de Galois l'est.Proposition 5.4.1Soit p un nombre premier positif.Soit Ω un 
l�ture algébrique du 
orps Fp := Z/pZ.Alors :(i) pour tout s ∈ N∗, il existe une unique (dans Ω) extension de degré s de Fp, notée Fps ;(ii) 
ette extension est galoisienne 
y
lique et :

Gal(Fps/Fp) ∼= Z/sZVia (amod s) 7→ (ϕa : x 7→ xp
s

).Démonstration :� Donnons nous un 
orps �ni F de 
ara
téristique p. Un tel 
orps est né
essairement uneextension �nie de Fp, et si on pose s := [F : Fp] on a (au sens des espa
es ve
toriels) :
F ∼= FspAinsi, q := card(F) = ps.Fixons nous à présent une 
l�ture algébrique Ω de F. D'après la proposition 5.3.5, le groupe

F× est 
y
lique d'ordre q − 1. De fait :
∀x ∈ F×, xq−1 = 1 i.e ∀x ∈ F, xq = xCe qui revient à dire que les q−1 (resp. q) éléments de F× (resp. F) sont ra
ines de Xq−1−1(resp. Xq −X). On a don
, du fait de leur degré, déterminé toutes les ra
ines �qui sont deplus simples� de 
es deux polyn�mes sur F. On en déduit les identités :

Xq−1 − 1 =
∏

a∈F×

(X − a) et Xq −X =
∏

a∈F

(X − a)De fa
to, F est le 
orps de dé
omposition (dans Ω) de Xq−1 − 1 et Xq − 1. Par 
onséquent :� F/Fp est une extension galoisienne ;� F est le seul sous�
orps à q éléments de Ω ;� F = {x ∈ Ω |xq = x} don
 F est le 
orps des invariants du morphisme de Frobénius "itéré"
ϕs(x ∈ Ω) 7→ xp

s ;� si on note ϕ : Ω→ Ω le morphisme de Frobénius, alors ϕ|F ∈ Gal(F/Fp) ;� les points �xes de ϕ|F sont les éléments de Fp



74 CHAPITRE 5. THÉORIE DE GALOIS� le sous�groupe 〈ϕ|F〉 engendré par ϕ|F dans Gal(F/Fp) véri�e F〈ϕ|F
〉 = Fp et don
 (par
orrespondan
e de Galois) :

Gal(F/Fp) = 〈ϕ|F〉� F/Fp est une extension galoisienne 
y
lique (au sens de la dé�nition 5.4.1), plus pré
isément
Gal(F/Fp) est un groupe 
y
lique d'ordre s engendré par ϕ|F .� Inversement, si on �xe s ≥ 1 et q := ps, les invariants de ϕs forment un sous�
orps de F′ ⊂ Ωqui est (par dé�nition) l'ensemble des ra
ines de Xq −X . Or, 
e polyn�me est séparable (sadérivée vaut −1) don
 possède exa
tement q ra
ines dans Ω, d'où cardF′ = q = ps.Corollaire 5.4.1.1Soit p un nombre premier positif.Soient s, t ∈ N∗.Alors :

Fps ⊂ Fpt ⇔ s|tEt dans 
e 
as Gal(Fpt/Fps) est un groupe 
y
lique d'ordre t

s
.Proposition 5.4.2Soit p un nombre premier positif impair.On a alors équivalen
e entre les propositions suivantes :(i) −1 est un 
arré modulo p ;(ii) p ≡ 1[4].Démonstration : On sait qu'il existe une ra
ine x de X2 + 1 dans une extension �nie de Fp. Defait :

x ∈ Fp ⇔ xp = xDe plus, x2 = −1 6= 1 
ar p 6= 2 et x4 = 1 don
 x est d'ordre 4. Or, si a, b ∈ Z on a :
xa = xb ⇔ xb−a = 1⇔ b− a ≡ 0[4] 
ar x est d'ordre 4D'où le résultat.Exemple : −1 est un 
arré modulo 13, de ra
ines 5 et −5. Ainsi :

X2 + 1 = (X − 5)(X + 5) dans F13


