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Chapitre 1

Algébre et géométrie

(Dans la totalité de ce cours, les anneaux seront supposés unitaires, commutatifs et non trivmum.j

1.1 Rappels sur les idéaux

Définition 1.1.1 (Idéal)

Soit A un anneau et soit T C A.

Alors on dit que T est un idéal de A si :
(i) (Z,4+) est un sous—groupe de (A, +);
(i) Ya € AV €T, ax € T.

Remarques :
1. {0} et A sont deux idéaux de A, appelés idéaux triviaus.
2. Un idéal 7 de A est dit propre si T & A.

Proposition 1.1.1
Soit A un anneau.
Alors :
A est un corps < ses idéaux sont triviaux

Définition 1.1.2 (Morphisme d’anneaux)
Soient A et B deux anneauz.
On dit qu’une application f: A — B est un morphisme d’anneauz si elle vérifie que :

(i) [ est un morphisme de groupes de (A,+) dans (B, +) ;

(i) f(1a) = 1B;

(iii) Yo,y € A, f(ay) = f(2)f(y)-
On appelle noyau et image du morphisme f son noyau et son image en tant que morphisme de
groupes.

Proposition 1.1.2

Soient A et B deux anneauz.

Soit ¢ : A = B un morphisme d’anneauz.
Alors :

(i) si J est un idéal de B, p=1(J) est un idéal de A ;
(ii) si ¢ est surjectif et si I est un idéal de A, p(I) est un idéal de B.

Proposition 1.1.3 (Intersection d’idéaux)
Soit A un anneau.
Soit (I;)jes une famille (quelconque) d’idéauz de A.
Alors :
ﬂ I; est un idéal de A
jeJ
En particulier, si S C A, on peut définir I’idéal engendré par S comme étant ['intersection de tous
les idéauz de A contenant S. Il s’agit de fait du plus petit idéal de A contenant S.
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6 CHAPITRE 1. ALGEBRE ET GEOMETRIE

[J Notations
- Si S C A, on note (S) I'idéal engendré par S.
— Si [ est un idéal de A et ¢ : A — B un morphisme d’anneaux, on note :

I° .= (p(I)) CB
— Si J est un idéal de B et ¢ : A — B un morphisme d’anneaux, on note :
I:=p Y(J)CA

Proposition 1.1.4 (Somme d’idéaux)

Soit A un anneau.

Soit (I;)jes une famille (quelconque) d’idéauz de A.
Alors Iensemble suivant est un idéal de A :

ZI- = Z:cj Vi€ dJ, x; €1, lesx; presque tous nuls
jed JjeJ

Remarques :

1. Si J ={1...n}, la somme s’écrit :

n n

le: Z.’L‘j Vlgjgn,(ﬂjEIj

Jj=1 Jj=1

2. Sizy,...,z, €A, alors:

> (@) = (21, 70)

j=1

Proposition 1.1.5 (Produit d’idéaux)
Soit A un anneau.

Soit (I;)1<i<n une famille finie d’idéauz de A.
Alors l’ensemble suivant est un idéal de A :

L...I, {iﬁ%k V1<ik<n, xiykelk}<ﬁzk

i=1 k=1 k=1

Vlgkgn,xk61k>

Proposition 1.1.6

Soit A un anneau.

Soit (I;)1<i<n une famille finie d’idéauz de A.
Alors :

Proposition 1.1.7 (Division d’idéaux)

Soit A un anneau.

Soient I, J deuz idéauz de A.

Alors lensemble suivant est un idéal de A, appelé conducteur de J dans I :

(I:J)={x€A| xJ CI}
=(z).J

DEMONSTRATION : Il est clair que (I : J) est un sous—groupe additif de A. De plus,sia € (I : J),b € A,
alors comme a.J C I, a.b.J = b.a.J C b.I C b.I, d’ou le résultat.

Définition 1.1.3 (Idéal annulateur)

Soit A un anneau.

Soit J un idéal de A.

Alors on appelle idéal annulateur de J l’idéal ((0) : J).
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Construction d’anneaux quotients :
Soit A un anneau et soit I un idéal de A. Alors I définit une relation d’équivalence sur A, appelée
relation d’équivalence modulo I :

a=bllea-bel

Pour a € A, on not cly(a) la classe de @ modulo I. L’ensemble quotient A/ ainsi défini est muni
d’une structure d’anneau via les opérations (a,b € A) :

clr(a) + clp(b) :=cly(a + b)
clr(a) x clp(b) :=cly(a x b)

L’application cl; : A — A/I constitue donc un morphisme d’anneaux surjectif qui induit une
bijection entre I’ensemble des idéaux de A contenant I et 'ensemble des idéaux de A/I.

1.2 Lemme de Zorn

Définition 1.2.1 (Elément maximal, plus grand élément)
Soit (E,<) un ensemble ordonné.

Soitm € E.

Alors :

(i) on dit que m est un élément maximal de E si :
Pre E\{m}, m<z
1. on dit m est un plus grand élément de E si :
Vee E,x<m

Définition 1.2.2 (Ensemble inductif)

Soit (E,<) un ensemble ordonné.

Alors on dit que E est inductif si toute partie totalement ordonnée (on dit aussi chaine) de E est
magjorée dans E.

Remarques :
1. Un ensemble inductif est non vide. En effet, () est une chaine de F donc y est majorée.

2. Si F est totalement ordoné, I'inductivité est équivalente & ’existence d’un plus grand élément.

Lemme 1.2.1 (Zorn)
Tout ensemble inductif admet un élément mazximal.

Le lemme de Zorn est équivalent & ’axiome du choix, que nous utiliserons dans toute la suite
de ce cours.

Axiome 1 (Axiome du choix)
Soit I un ensemble et soit (E;);c; une famille d’ensembles tous non vides.

Alors :
H E; #0

icl

1.3 Idéaux premiers, idéaux maximaux

Définition 1.3.1 (Idéal premier)
Soit A un anneau.

Soit B un idéal de A.

On dit que B est un idéal premier si :

(i) B#A;
(ii) pour tous a,b € A tels que ab € B, on a a € P ou b € P.
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Définition 1.3.2 (Idéal maximal)
Soit A un anneau.

Soit O un idéal de A.

On dit que M est un idéal maximal si :

(i) M#A;

(i) il n'existe aucun idéal I de A tel que M ¢ I ¢ A (i.e M est un élément mazimal pour
Uinclusion,).

Proposition 1.3.1
Soit A un anneau.
Soit I un idéal de A.
Alors :

I est premier < A/I est intégre
et

I est mazimal < A/ est un corps

Proposition 1.3.2 (Krull)

Soit A un anneau.

Alors tout idéal propre de A est contenu dans un idéal mazimal. En particulier, A posséde des
1déaur mazrimaoux.

DEMONSTRATION : Soit E I’ensemble des idéaux propres de A, ordonné par l'inclusion. Alors F
est un ensemble inductif. En effet, si C' est une chaine de F, alors :

Cas1: C =0. Alors {0} majore C dans E.
Cas2: C # (. Alors, si on pose :

J::UI

ZeC

J est un idéal de A car C est totalement ordonnée pour l’inclusion, et est propre car
VZIe€C,1¢7T (car A# {0}) donc 1¢ J.

Proposition 1.3.3

Soit A un anneau.

Soit B un idéal premier de A.
Soient I, J deux idéaux de A.
Alors :

(i) si INJ CP, alors I CP ou J CP;
(ii) si I.J CPB, alors I CP ou J C*P.

DEMONSTRATION : I.J C INJ donc il suffit de montrer le point (é7). Supposons donc que I.J C P
mais que I, J G B. Alors, il existe a € I,b € J tels que a,b ¢ B. Cependant, ab € I.J C B, ce qui
induit une contradiction sur la primalité de .

Proposition 1.3.4
Soit A un anneau.
Soit I un idéal de A.

Supposons qu’il existe des idéaux premiers B, ..., B, de A tels que :
n
Ic U Bi
i=1

Alors il existe 1 < k <n tel que I C By.
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1.4 Nilradical, radical de Jacobson

Proposition 1.4.1 (Radical d’un idéal)

Soit A un anneau.

Soit I un idéal de A.

Alors l’ensemble suivant est un idéal de A contenant I, appelé radical de I :

VIi={acA|In>1a" eI}

DEMONSTRATION :
— Il est clair que I C V.
— Sia,be A sont tels que a™, 0™ € I, alors :

n+m

(a4b)"tm = Z ck, akprrmek
k=0

n+m

n
k k —k k k —k
=N "ckdhvnh e ST ok ket
k=0 k=n+1

n n+m
—pm <Z ck +makb”_k> +a” ( > ¢k +mak_”b”+m_k> el
k=0

k=n+1

Donc a + b € V1.
~ SiaeVI,beA,alors (sia € I), (ab)” € I et donc ab € V1.

Définition 1.4.1 (Idéal radical)
Un idéal égal a son radical est dit radical.

Définition 1.4.2 (Nilradical)
Soit A un anneau.
On appelle nilradical de A ’ensemble Nil(A) de ses éléments nilpotents, i.e :

Nil(A) := 1/(0)

Définition 1.4.3 (Spectre premier)
Soit A un anneau.
On appelle spectre premier de A l’ensemble Spec(A) de ses idéauz premiers.

Proposition 1.4.2
Soit A un anneau.
Alors :

Nil(A)= (] %

PeSpec(A)

DEMONSTRATION :

— Soit P € Spec(A) et soit a € Nil(A) tel que a™ = 0. Alors a™ = 0 € P et donc (récurrence
triviale sur n) a € B.

— On démontre de fagon analogue a celle vue en démontrant le théoréme de Krull (proposition
1.3.2) que l'ensemble des idéaux de A ne contenant pas un certain a € Ngegpec(a)® nON
nilpotent est inductif et donc admet un élément maximal 3. On montre alors que P est
premier (découle de la maximalité en raisonnant par I’absurde) et contient une puissance de
a, ce qui est absurde.

Corollaire 1.4.2.1
Soit A un anneau.
Soit I un idéal de A.
Alors :

Vi= () %

ICBeSpec(A)

DEMONSTRATION : On applique la proposition 1.4.2 & A/I.
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Définition 1.4.4 (Spectre maximal)
Soit A un anneau.
On appelle spectre mazimal de A ’ensemble Max(A) de ses idéauxr maximauz.

Définition 1.4.5 (Radical de Jacobson)
Soit A un anneau.
On appelle radical de Jacobson de A l'idéal de A défini par :

JacNil(A) := () o
gMeMax(A)

Proposition 1.4.3
Soit A un anneau.
Alors :
Nil(A) C JacNil(A)

Proposition 1.4.4
Soit A un anneau.
Alors :
JacNil(A) ={a € A|Vbe A, 1 —abe A"}

DEMONSTRATION :

— Soit a € JacNil(A). Supposons qu’il existe b € A tel que 1 — ab ne soit pas inversible.
Ainsi, (1 — ab) & A et donc il existe M € Max(A) tel que 1 —ab € M par théoréme
de Krull (1.3.2). Or, a € 9 donc ab € M dou 1 € M, ce qui est impossible. Donc
a € lbracea € A|Vbe A, 1 —abe A*}.

— Réciproquement, si a € lbracea € A|Vb € A, 1 —ab € A*} mais a ¢ JacNil(A), alors il existe
M € Max(A) tel que a ¢ M et donc de facto A = M + (a) (car M & M+ (a)) donc 1 s’écrit
l=x4abavecz € Metbc Aetdoncl—ab=zx,doinzc A, ce qui contredit la propreté !
de 9Mt. D’ou le résultat.

1.5 Ensembles algébriques, topologie de Zariski

On se donne dans toute section un corps infini k. On notera par la suite A} := k™ I’espace
affine de dimension n > 1.

Définition 1.5.1 (Ensemble algébrique)
On appelle ensemble algébrique sur A} tout ensemble de la forme :

V(S) = {a € AT |Vf €S, fa) =0}, S C k[X1,...Xn]

Exemples :
L. Vi :={(z,y) € C*|2% + y*> + 1 = 0} est un ensemble algébrique (non vide) sur AZ.
2. Vo :={(x,y) € R?|2% +y? + 1 = 0} est un ensemble algébrique (vide) sur AZ.
3. Va:={(z,y,2) € Q®| 2" + y™ = 2"} est un ensemble algébrique sur A

Lemme 1.5.1
Soient S, 8" C k[X1...X,].
Soit I un idéal de k[ X1 ... X,].

(i) Si S C S, alors V(S') C V(S).
(ii) V(S) =V({(S)). En particulier, un ensemble algébrique peut toujours étre défini via un idéal
(iii) V(I) = V(VI). En particulier, un ensemble algébrique peut toujours étre défini via un idéal
radical de k[ X1 ... X,].
DEMONSTRATION :
(i) Trivial.

1. Et Dieu sait que certaines personnes n’aiment pas que ’on contredise leur propreté ...
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(i7) — S C (S) donc V({S)) C V(9).
— Soit a € V(9) et soit f € (S). Alors, par définition, f s’écrit sous la forme :

f:Zpifi, les f; € Setles p; € k[X;...X,]
i=1
Ainsi : .
fla) =) pi(a) fi(a) =0
(a) ; (a) fi(a)
=0
D’ou le résultat.

(i43) — I € /T donc V(V/T) € V(I).
— Soit a € V(I) et soit, f € v/I. Alors il existe n > 1 tel que f* € I et donc (f(a))” = 0. Par
intégrité de k, on a de facto f(a) =0 et donc a € V(VI).

Proposition 1.5.1
On a les propriétés suivantes :

(i) O et A} sont des ensembles algébriques ;
(ii) une intersection d’ensembles algébrique est un ensemble algébrique ;

(iii) une réunion finie d’ensembles algébrique est un ensemble algébrique.

DEMONSTRATION :
(¢) Immeédiat car ) = V(1) et A} =V(0).

(13) Soit (V(S;))ier une famille d’ensembles algébriques. Montrons que :

ﬂv&g:v@J&>

icl icl

ac(\V(S) e Viel,Vf €S8, f(a)=0
el
evfelJS fla)=0

iel
@aGV(USJ
iel
D’ou le résultat.

(iii) Démontrons le résultat pour deux? ensembles algébriques. Soient donc I et J deux idéaux
de k[X; ... X,]. Montrons que :

V(1) UV(J) = V{I.J)

- I,J Cc I.J donc V(I.J) C V(I),V(J), soit, in fine, V(I.J) C V(I) U V(J).
— Soit a € V(I)UV(J), par exemple a € V(I) et soit f € I.J. On peut alors écrire f sous la
forme suivante :

F= feifus, les frr €Tetles fry€J
k=1

Ainsi :

fla) = I;fkfw) frs(@) =0

D’ou le résultat.

Corollaire 1.5.1.1 (Topologie de Zariski sur A})
Les ensembles algébriques forment les fermés d’une topologie sur A}, appelée topologie de Zariski.

2. Le lecteur conclura par récurrence "comme un grand". Il faut savoir se prendre en main de temps en temps.
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Intéressons nous désormais au probléme suivant :

Probléme 1
Un ensemble algébrique est—il toujours défini par un nombre fini de polynomes ?

Définition 1.5.2 (Idéal de type fini)
Soit A un anneau.
On dit qu’un idéal T de A est de type fini si il existe x1,...,x € A tels que T = (x1 ... k).

On peut reformuler le probléme 1 de la fagon suivante : un idéal de k[X; ... X,,] est—il toujours
de type fini ?

1.6 Anneaux noethériens

Proposition 1.6.1 (Anneau noethérien)
Soit A un anneau.
Alors A est dit noethérien s’il vérifie l'une (et donc toutes) des propriétés équivalentes suivantes :

(i) toute suite croissante d’idéauz de A est stationnaire ;
(ii) toute famille non vide d’idéaux de A admet un élément mazimal ;

(iii) tout idéal de A est de type fini.

DEMONSTRATION :

(i) = (it) Découle immédiatement du fait que toute famille non d’idéaux sans élément maximal admet
une sous—suite croissante non stationnaire.

(#9) = (u9t) Soit I un idéal de A. On considére la famille F des idéaux de type fini contenus dans I. Par
hypothése, cette famille admet un élément maximal J. Si on suppose que J & I, il existe
x €I C Jetdonc J+ (z) est un idéal de type fini contenant strictement J et inclus dans I,
ce qui contredit la maximalité de J.

(#91) = (i) Soit (I,)n une suite croissante d’idéaux de A. On pose :

I::UIn

n>0

Par hypothése, I est de type fini . De plus, par croissance de I, il existe N tel que Iy
contienne les générateurs de I et donc la suite précitée est stationnaire.

Exemples :
1. Tout anneau principal (et donc tout corps) est noethérien.

2. Si k est un corps, k[X] est noethérien (car principal). A I'inverse k[(X,,),>0] ne I'est pas car
la suite ((Xo,..., X))k est non stationnaire.

Proposition 1.6.2

Soit A un anneau noethérien.
Soit I un idéal de A.

Alors :

(i) Uanneaw quotient A/I est noethérien ;

(ii) il existe r > 0 tel que (\/T)T c .

DEMONSTRATION :

(i) Soit 7 : A — A/I la projection canonique et soit J un idéal de A sur I. Comme 7~ 1(J) est
un idéal de A, il est de type fini et donc J également, d’ou le résultat.

(i) /T est de type fini donc il suffit, si I =: (2, ...z,), de prendre r := nk, ot k est I'entier tel
que pour tout i, zj € I.
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Lemme 1.6.1

Soit A un anneau noethérien.
Soit I un idéal de A[X].
Pour k > 0, on pose :

Li(I) == {0} J{ax € A|3P € I, P = ax X" + Q, deg(Q) < k}

Alors :
(i) (Lx(I))k est une suite croissant d’idéauz de A ;
(i) si J est un idéal de A[X] inclus dans I tel que Ly(I) = Li(J) alors I = J.

Théoréme 1.6.3 (Théoréme de la base de Hilbert)
Soit A un anneau noethérien.

Soitn > 1.

Alors Uannneau A[X1,...,X,] est noethérien.

Corollaire 1.6.3.1
Soit k un corps.
Alors k[X4,...,X,] est noethérien.

Corollaire 1.6.3.2
Tout ensemble algébrique V de A} est défini par un nombre fini d’équations.

DEMONSTRATION : On a vu qu'il existait un idéal I de k[Xy,...,X,] tel que V = V(I). Par
théoréme de la base de Hilbert (1.6.3), I =: (f1,..., fx) et donc V. =V(f1,..., fr).

Définition 1.6.1
Soit k un corps.
Soit V' un ensemble algébrique de A}}.
Alors on pose :
Z(V):={f €k[X1,....,X,]|Va €V, f(a) =0}

Lemme 1.6.2

Soit k un corps.

Soit V' un ensemble algébrique de A} .

Alors (V') est un idéal radical de k[X1, ..., X,].

DEMONSTRATION : Tl est clair que I := Z(V) est un idéal de k[X1,..., X,]. De plus, si f € VI,
il existe n tel que Va € V, f"(a) = 0, ce qui implique (par intégrité de k) que f(a) = 0 et donc
f €1, dou le résultat.

UPar conséquent, lapplication V' — Z(V') envoie I’ensemble des ensembles algébriques sur celui
des idéaux radicaux de k[X71, ..., X,], qui est lui-méme renvoyé sur son collégue précité par I’ap-
plication I — V(I).

Proposition 1.6.4

Soit k un corps.

Soient V' et W deuz ensembles algébriques sur Aj}.
Alors :

(i) siVCW, alors Z(W) C Z(V) ;
(ii)) ZVUW)=Z(V)NZI(W);
(iii) pour tout idéal I de k[X:...X,], on a :
IczV())
(iv) V=V(IZ(V)).

U En fait, on pourrait définir Z(V') a identique pour tout V' C Af. On aurait alors V(Z(V)) =V,
ou V est 'adhérence (au sens de Zariski) de V.
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1.7 Rappels sur les corps algébriquements clos

Définition 1.7.1 (Extension de corps)
Soit k un corps.
On appelle alors extension de k toute k—algébre qui est un corps.

[] Désormais, on notera (si nulle ambiguité n’est & craindre) K/k une extension K dun corps k.

Définition 1.7.2 (Eléments algébriques, transcendants)
Soit K/k une extension de corps.

Soit a € K.

Alors on dit que o est . ..

(i) ...algébrique si 3P € K[X]\ {0} tel que P(a) =0;

(ii) ...transcendant dans le cas contraire.

Définition 1.7.3 (Extensions algébrique, transcendante, finie)
Soit K/k une extension de corps.
Alors K est dite :

(i) algébrique si ses éléments sont algébriques sur k ;
(i) transcendante sinon ;

(111) finie si dimy K < co. On appelle alors degré de K sur k la quantité suivante :
[K: k] :=dimg K

Lemme 1.7.1
Toute extension finie est algébrique.

Proposition 1.7.1 (Lemme des bases téléscopiques)
Soient K/k et L/K deuz extensions de corps.
Alors 1L est une extension de k et :

Corollaire 1.7.1.1
Soient K/k et L/K deuz extensions finies.
Alors L/k est une extension finie.

Lemme 1.7.2

Soit k un corps.

Soit P un idéal premier de k[T).
Alors :

(1) B est principal engendré par un polynéme irréductible ;
(ii) B est un idéal mazimal ;
(iii) le corps k[T]|/B est une extension finie de k.

DEMONSTRATION :

(i4) Soit I un iéal contenant strictement 3 et soit P € I\ B. Alors P ne divise pas le générateur
Q de et donc est premier avec lui. De facto, il existe A, B € k[T tels que AP + BQ =1 et
donc 1 €I dou I =k[T].

Proposition 1.7.2 (Corps algébriquement clos)
Soit k un corps.
Les assertions suivantes sont alors équivalentes :

(i) k n’admet pas d’extension algébrique non triviale ;

(ii) les polynoémes irréductibles de k[T| sont de degré 1 ;
(iii) tout polynéme de k[T de degré supérieur ou égal a 1 admet une racine sur k ;
(iv) tout polynome de k[T de degré supérieur ou égal G 1 est scindé sur k.

Lorsque c’est le cas, on dit que k est un corps algébriquement clos.



1.8. ALGEBRES DE TYPE FINI 15

Exemples :
1. C est algébriquement clos.
2. R n’est pas algébriquement clos.

3. Q n’est pas algébriquement clos.

Définition 1.7.4 (Cloture algébrique)
Un cloture algébrique d’un corps k est une extension algébrique de k qui est un corps algébriquement
clos.

Exemples :
1. C est une cloture algébrique de R.

2. Le corps Q des nombres complexes algébriques sur Q est une cloture algébrique de Q.

Proposition 1.7.3 (Steinitz)
Soit k un corps.
Alors :

(i) k admet une cloture algébrique ;

(ii) deux clotures algébriques de k sont k—isomorphes.

DEMONSTRATION : ADMIS (utilise le lemme de Zorn).

1.8 Algébres de type fini

Définition 1.8.1 (Algébre)

Soit A un anneau.

Une A—-algébre est un couple (A, j) on :
(i) A est un anneau;

(i) j: A — A est un morphisme d’anneauz non nul (appelé morphisme structural).

Remarques :

1. La relative simplicité de cette définition s’explique par le fait que tous les anneaux considérés
sont, commutatifs.

2. Lorsque A est un corps, le morphisme structural j est nécessairement injectif.

Définition 1.8.2 (Sous—algébre)
Soit A un anneau.

Soit (A, j) une A—algébre.

Soit B C A.

Alors on dit que (B, j|,;) est une sous—algebre de A si :

(i) B est un sous—anneau de A;
(ii) j(A) C B.

Proposition 1.8.1 (Sous—algébre engendrée par une partie)

Soit A un anneau.

Toute intersection de sous—algébre d’une de A—algébre donnée A est une sous—algébre de A. Par
conséquent, on peut définir la sous—algébre engendrée par une partie S C A comme étant lintersec-
tion de toutes les sous—algébres de A contenant S. C’est alors la plus petite sous—algébre vérifiant
cette propriété, et on la note A[S].

Définition 1.8.3 (Morphisme d’algébres)

Soit A un anneau.

Soient (A, j) et (A',j') deux A-algébres.

On appelle morphisme d’algébres tout morphisme d’anneauz o : A — A’ tel que :

poj=j
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Définition 1.8.4 (Algébre de type fini)
Soit A un anneau.
On dit que A est de type fini si il existe une partie finie S C A qui engendre A comme A—algébre.

Lemme 1.8.1
Soit A un anneau.

(i) Tout anneau quotient d’une A—algébre de type fini est une A—algébre de type fini.

(i) Si A est une A—algébre de type fini et que B est une A-algébre de type fini, alors B est une
A—algébre de type fini.

DEMONSTRATION : Si A = A[S] et B = A[F], alors B=A[S U F].

Proposition 1.8.2
Soit k un corps.
Alors k(Xy,...,X,) nlest pas de type fini en tant que k—algebre.

DEMONSTRATION : Supposons le contraire, i.e supposons que k(X1,...,X,) = k[y1, ..., ym], avec

yi = ﬁ, les fi,g; € k[X1,...X,] avec les g; # 0. Posons :

(2

he=]]g+1€kXy,. . X,

i=1

1
Alors 7 € k(Xy,...,X,) et donc il existe A\1,...,A\p €k et ri1,...,7%m € N tels que :

1 k m k n fT”
_ . Ti,g . J
P IRE | D IRN |
i=1  j=1 i1 j=1 9
Quitte & se livrer & des actes peu avouables sur 7y 1,..., 7k m, On peut écrire :
1 /
— = =m 5, avec f € k[Xy... Xp]etlesr; €N
he 1159

D’ou :
fh=1lg;
j=1

Or k[X; ... X,] est factoriel (car k l'est) et comme deg(h) = deg(g1) + ... + deg(gn) > 1, on peut
trouver un polynome irréductible non constant e tel que e|h. De facto, e|[] ; g;j , ce qui implique
par irréductibilité de e que e divise 'un des g,. Ergo, e|1 (car e|h), ce qui est impossible.

Corollaire 1.8.2.1
Soit k un corps.
Soit f € k[X]\ {0}.
1
Alors k(X) {?} n’est pas un corps.

1.9 Extensions intégres

Définition 1.9.1 (Entier sur un anneau)
Soient A C B deux anneauz.
On dit que x € B est un entier sur A si il vérifie une équation de la forme :

n—1
:E"JrZaixi =0, lesa; € A
i=0

Une telle équation s’appelle relation de dépendance intégrale.
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Remaruque : Le fait que x vérifie une telle équation est équivalent au fait que = soit racine
d’un polynéme unitaire de A[T)].

Définition 1.9.2 (Module)
Soit A un anneau. Un A—module & gauche est un triplet (E,+,.) od :
(i) (E,+) est un groupe abélien® ;

(i) . est une loi de composition externe (LCE), i.e une application de la forme (A, x) € AXE) — (Axz € E)
vérifiant :

(a) Ve,y e ENVA €A, A(x+y)=Ax+ A \y;

(b)) Ve e ENVY A pe A, (A+p)x = z+px;

(c) Ve e E, lyx=ux;

(d) Ve € EXNM\pe A, (A x p)a=A(px);
Proposition 1.9.1 (Sous—module engendré par une partie)
Soit A un anneau. Soit E un A-module
Soit S C E.

Alors lintersection de tous les sous—modules de E contenant S est le plus petit sous—module de E
contenant S. On l'appelle sous—module engendré par S.

1l est de plus égal a :
{ Z )\isi
i=1

En particulier, le sous—module engendré par la réunion de deux parties est égal a leur somme.

n>1, ()\z)z S An, (Si)i c Sn}

[] On notera cet ensemble (S)4, voire (S) si I'on a pas froid aux yeux.

Définition 1.9.3 (Module de type fini)
Soit A un anneau. Un A—module est dit de type fini s’il est engendré par un ensemble fini.

Remarque : Une somme de modules de type fini est de type fini.

Proposition 1.9.2

Soient A C B deur anneaux.
Soit © € B.

Alors :

x est entier sur A
<~
Alz] est un A-module de type fini

Corollaire 1.9.2.1

Soient A C B deur anneaux.

Soient 1 ...x, € B des entiers sur A.

Alors Ualgébre Alxy,...,x,] C B est un A-module de type fini. En particulier, tout élément de
Alxq, ..., z,] est un entier sur A.

Corollaire 1.9.2.2
Soient A C B deur anneauz.
Alors ensemble des éléments de B entiers sur A forme un sous—anneau de B contenant A.

Définition 1.9.4 (Anneau entier)
Soient A C B deux anneauz.
Alors B est dit entier sur A si tous ses éléments le sont.

Proposition 1.9.3

Soient A C B deux anneauz intégres.
On suppose que B est entier sur A.
Alors :

3. "+" n’est en général pas I'addition sur A (que l'on note pourtant de la méme fagon) !
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A est un corps
=
B est un corps

DEMONSTRATION :
— Supposons que A soit un corps. Soit b € B*. Comme b est entier sur A, il vérifie une relation
de dépendance intégrale de la forme :

n—1
b Y aib' =0, les a; € A
1=0

Quitte a prendre n minimal, on peut supposer ag # 0 (car B est intégre). On a alors :

n—1
b <b"1 + Z aibi1> = —qp € AX = A*
=0

Donc b est inversible.
— Réciproquement, si on suppose que B est un corps, tout élément a € A* admet un inverse b
dans B. De plus, b est entier sur A donc vérifie une relation de dépendance intégrale de la

forme :
n—1
BT aib' =0, les a; € A
i=0
Et donc :

n—1
b=b"a""t=— Z a;a" 't e A
i=0

D’ou le résultat

1.10 Théoréme des zéros de Hilbert

Théoréme 1.10.1 (Théoréme des zéros de Hilbert, énoncé 1)
Soit k un corps.

Soit . une k—algébre de type fini.

Alors si L est un corps, Uextension L/K est finie (et donc algébrique).

DEMONSTRATION : Quand j’aurais le temps.

Théoréme 1.10.2 (Théoréme des zéros de Hilbert, énoncé 2)
Soit k un corps algébriquement clos.
Alors tout idéal maximal de k[X1,...,X,] est de la forme (X1 —ay,..., X, —an), avec les a; € k.

DEMONSTRATION : Remarquons premiérement que les idéaux de la forme (X; —aq,..., X, —ay)

sont bien maximaux. Inversement, si on se donne un idéal maximal 97 alors 'extension L := k[ X ... X,,]/
M est finie sur k d’aprés le théoréme 1.10.1 et donc isomorphe a ce dernier (car il est algébrique-
ment clos). De fait, il existe des éléments a; € k tels que les X; —a; € M et donc M contient I'idéal
maximal (X7 —ay,..., X, — ay) et est propre, donc y est égal.

Théoréme 1.10.3 (Théoréme des zéros de Hilbert, énoncé 3)
Soit k un corps algébriquement clos.
Soit I un idéal propre de k[X1,..., X,].

Alors :

V(I)#0
DEMONSTRATION : I est propre donc d’aprés le théoréme de Krull (1.3.2), il existe un idéal
maximal contenant I. De plus, par théoréme 1.10.2, cet idéal est de la forme (X7 —ay, ..., X, —ap)

et donc {ay ...an} C V(I), d’ou le résultat.
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Théoréme 1.10.4 (Théoréme des zéros de Hilbert, énoncé 4)
Soit k un corps algébriquement clos.
Soit I un idéal de k[X1,...,Xy,].
Alors :
V() = VI

DEMONSTRATION :

— I est inclus dans 1'idéal radical Z(V(I)) donc /I € Z(V(I)).

— Soit f € Z(V(I)). On considére l'idéal J := (I,1 — f.T) C k[X; ... X,,T]. Remarquons tout
d’abord que I'ensemble algébrique V(J) C AP est vide. En effet, si (a1 ...a,,b) € V(J),
alors f(ay...an,b) := f(a1,...,a,) =0et 1 — f(ay,...,a,).b =0et donc 1 =0.

D’aprés le théoréme 1.10.3, on a alors que J = k[X;...X,,T] et donc 1 € J, i.e il existe
fis-o,fk€letgo,...,gr € k[X1...X,,T) tels que :

k
1= fig;+ (1= fT)g (1.1)
j=1

On considére alors le morphisme :

6 k(X1 Xn, T] = k(X1, ..., Xn)
1
T— —

f

En appliquant ¢ a ’équation 1.1, on obtient, :

k
1
j=1

Posons & présent d := max; degp g;. On a alors f¢ € I et donc f € V.

Corollaire 1.10.4.1
Soit k un corps algébriquement clos.
Alors les applications V — Z(V) et I — V(I) sont des bijections réciproques reliant ’ensemble des

ensembles algébriques de A} et celui des idéaux radicaux de k[X1,...,X,].
En particulier, ’ensemble {{a1,...,a,}|V1 < i < mn, a; € k} est équipotent & Max(k[X1 ...X,])
via Uapplication (ai,...,an) — (X1 —a1,..., Xn — ay).

Proposition 1.10.5
Soit k un corps algébriquement clos.
Soit V' un ensemble algébrique de A}}.
On note A(V) := k[X1,...,X,]/Z(V). Alors :
(i) A(V) est une k—algébre de type fini;
(ii) Vanneaw A(V) est réduit, i.e Nil(A(V')) = {0}.

1.11 Etude de la correspondance algébre-géomeétrie

[On se donne un corps algébriquement clos kzj

Définition 1.11.1 (Ensemble algébrique irréductible)
Un ensemble algébrique non vide V' C A} est dit irréductible si pour tous (Zariski—)fermés Vi, Vs
tels que V.=V UV alors V1 =V ou Vo =V,

Proposition 1.11.1
Soit V. C A} un ensemble algébrique.
Alors :
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V' est irréductible
54

Z(V) est premier
=

A(V) est un corps

Proposition 1.11.2
Soit V. C A} un ensemble algébrique non vide.
Alors il existe une unique famille Vi,..., V), d’ensembles algébriques irréductibles de A} tels que :

()

(ii) pour tous i # j, V; ¢ Vj.

Proposition 1.11.3

Soit A un anneau noethérien.

Soit I un idéal propre de A.

Alors il existe une unique famille By, ..., Pr d’idéauz premiers de A tels que :

(1)
k
I= ﬂ‘Bz

(ii) pour tous i # j, Pi; ¢ Bj.

Définition 1.11.2 (Espace topologique noethérien)
Un espace topologique est dit noethérien si toute suite décroissante de fermés y est stationnaire.

Proposition 1.11.4
Soit k un corps.
Alors Uespace A}l muni de la topologie de Zariski est noethérien.

DEMONSTRATION : Découle du lemme 1.5.1 et du fait que k[X; ... X,] est un corps.

Définition 1.11.3 (Composantes irréductibles d’un ensemble algébrique)
Soit V. C A} un ensemble algébrique.
Alors les V; de la proposition 1.11.2 sont appelés composantes irréductibles de V.

Proposition 1.11.5

Soit V. C A} un ensemble algébrique.

Alors les composantes irréductibles de V' sont les fermés irréductibles mazimauz contenus dans
V. De plus, V1 < i < n, Z(V;) € Spec(k[X;...X,]) et est minimal parmi les idéaux premiers
contenant Z(V), i.e :

Exemple :  On considére 'idéal [ := (XY, YZ, XZ) C k[X,Y, Z]. Alors I est radical donc est
égal a l'intersection des idéaux premiers minimaux le contenant. En fait :

I=(X,Y)n{Y,Z)n(X,Z)
En effet, I'inclusion de gauche & droite est triviale et si on se donne P € k[X,Y, Z], alors :

d
P=X+Y aX' +bY' +¢,2'+Q
i=1
Ou A et les a;,b;,¢; sont dans k et @ € I. On remarque ensuite que si P € (X,Y) (resp.
(Y, Z),(X,Z),alors A = a; = 0 pour tout ¢ (resp. A = b;,¢; = 0) et doncsi P € (X, Y)Y, Z)N(X, Z),
P=Qel.
De plus, on a :

V(I)={(0,0,2)]|z€ k} U{(0,9,0) |y € k} U{(x,0,0) |z € k} = VX, Y)UV(X,Z)UV(Y, 2)
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Définition 1.11.4 (Dimension)
Soit V' un ensemble algébrique de A} .
On appelle dimension de V entier suivant :

dim(V):=sup{r e N|IVy & ... & V. CV, les V; irréductibles }

Proposition 1.11.6
Soient V,W deux ensembles algébriques de Aj.

(i) SiW CV alors dim(W) < dim(V).
(1) SiVi,...,V, sont les composantes irréductibles de V', alors :

dim(V) = max dim(V;)

1<i<r

DEMONSTRATION :
(¢) Trivial.

(i4) D’aprés le (i), dim V' > max dim V;. Considérons a présent une chaine Wy GG W, de fermés
irréductibles contenus dans V. Comme W; est irréductible contenu dans V' = UV}, il existe
un indice iy tel que Wy C Vj, et donc Wy &G W; est une chaine de fermés irréductibles
contenus dans V;,, d’ott s < dim V;, < maxdim V;. La borne supérieure étant le plus petit
majorant de I’ensemble considéré, on a donc dim(V) < maxdim V;.

Proposition 1.11.7 (Produit de deux ensembles algébriques)

Soit V =V(I) un ensemble algébrique de A}, avec I radical dans k[X, ..., X,].
Soit W = V(J) un ensemble algébrique de A}*, avec J radical dans k[Y1,...,Y,,].
Alors :

VXW =V +J) = VL J)kix,.. X0 vi.vm]) C AL

”»en

O la notation est ici relative auz* morphismes d’inclusion k[X1 ... X,] < k[X1... X, Y1 ... Y]

DEMONSTRATION :

(,y) eVxW&xzeV),yeV(J)
S V(fg) eI xJ, f(x)=g(y) =0
< VY(f,g) e I° x J¢, f(x,y) = g(z,y) = 0 si on continue & noter f et g leurs images par ’inclusion
& (z,y) € VI + J°)

Exemples :

1. Al x Al = A2,

2. Al x {0} = {(z,0) |z € A}}.
U 11 existe des fermés de A% qui ne sont pas produit de fermés de A}.
Définition 1.11.5 (Projection)

Soient 0 < s < n.
Alors on définit Uapplication suivante, appelée projection de A} sur Af :

AT s
ﬂ-S'Ak *}Ak_

(a1...an) — (a1...ay)

4. Il y a donc deux sens a cette notation dans I’expression. Pour ceux qui trouvent ¢a déroutant, demandez vous
ce qui signifie la phrase "la vieille garde le lit".
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Exemple: On considére V = V(XY —1) C k[X,Y]. Onremarque alors que V = {(z, 1) |z € k*}
et donc 71 (v) = (Aap)* 2 k* et 7 (V) = A}, = V(0). De plus, (XY — 1) N k[X] = (0).

Lemme 1.11.1

Soit S C A}.

On définit Z(S) de la méme fagcon que si S était un ensemble algébrique.
Alors

(i) Z(S) = Z(S) et S est l'unique Zariski—fermé vérifiant cette condition ;
(ii) S =V(Z(9)).

DEMONSTRATION :
(i) — S c S donc Z(S) C Z(S). B _
— Soit f € Z(S). Alors S C V(f) qui est fermé donc S C V(f) donc f € V(9).
— Donnons nous & présent un fermé V tel que Z(V) = Z(S). Alors Z(S) = Z(V) et donc
V(Z(V)) =V(Z(S)),ie S=V.

(7) Découle du ().
Proposition 1.11.8

Soit V.=V(I) un ensemble algébrique de A} .
Alors :

Vs <mn, ms(V) =V(Is), o Iy :=INk[X;... X

DEMONSTRATION : D’apreés le lemme 1.11.1, il nous suffit de démontrer que Z(7s(V)) = Z(V(I;)).
Or, par théoréme 1.10.4, Z(V(Is)) = v/Ts. De plus,
feZ(ns(V)) & fek[X1...X]et i, =0
& fek[X1...X ] et f|, =0 via inclusion
S fekXy... XJetIr>1, frel
e fe i,
Corollaire 1.11.8.1

Soit V un ensemble algébrique de A}}.
Alors si V' est irréductible, ws(V') Uest également pour tout s < n.



Chapitre 2

Base de Grobner et division

[Dans ce chapitre, k désigne un corps.j

2.1 Algorithme de division

U Dans la suite, on notera un polynome f € k[X; ... X,] sous la forme :

f= Z Ao X

aeNn

Ou les a, € k sont presque tous nuls et ou la notation X< désigne, si a = (aq,...,a,) le mondéme
X7 X% On dira également qu’un tel monome X apparait dans f si a, # 0. Enfin, si

a=(ay,...,a,) € N* on pose :
n
|| ::Zai
i=1

Définition 2.1.1 (Ordre monomial)
Une relation d’ordre > sur N™ est dite monomiale si elle vérifie les conditions suivantes :

(i) Ya,B € N", sia > 8 alorsVy e N", a+~v>B+7~;

(i1) > est un bon ordre, i.e toute partie non vide posséde un plus petit élément.

U La condition (1) est équivalente au fait que toute suite décroissante soit stationnaire. De plus,
toute partie finie admet alors un plus grand élément.

Exemples :
1. Le seul ordre monomial sur N est ’ordre usuel.

2. Si m > 2, on peut définir plusieurs ordres monomiaux sur N".
— L’ordre lexicographique : « > (3 si le premier coefficient non nul de a — 3 est positif.
— L’ordre lexicographico—bizarre : @ > (3 si le dernier coefficient non nul de o — 3 est positif.
— L’ordre lexicographique gradué : o« > S si |a| > | 5] ou bien |a| = |B] et le premier coefficient
non nul de o — 3 est positif.

[Dans toute la suite, on fixe un ordre monomial > sur N".]

Définition 2.1.2
Soit f =73 cnn @ X € k[X1 ... X,

(i) On appelle multi-degré de f le multi-entier :

multdeg(f) := m>ax{a € N"|aq # 0}

(i) On appelle coefficient dominant de f la quantité :

LO(f) := amultdeg(f)

23
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(113) On appelle mondéme dominant de [ la quantité :

LM(f) — Xmultdeg(f)

(iv) On appelle terme dominant de f la quantité :

LT(f) = amuaeg(n X ™) = LO(f)LM ()

Exemple : Posons f:=4XY?Z +47% -5X3+7X%7? € Q[X,Y, Z].

1. Pour l'ordre lexicographique, on a :
- LT(f) = —5X%;
— multdeg(f) = (3,0,0).
2. Pour l'ordre lexicographique gradué, on a :
- LT(f)=7X2%22;
— multdeg(f) = (2,0, 2).

Algorithme 2.1.1 (Division de polynoémes a plusieurs variables)
Soient f, f1,...,fs € k[X1...Xy].
L’algorithme suivant renvoie aq,...,as,17 € k[ X1 ... X,] tels que :

f= Zaifi +r
i=1

Avec v = 0 ou bien r est une combinaison linéaire de monémes qui ne sont divisibles par aucun
des LT(f;). De plus, V1 < i < s, multdeg(a; f;) < multdeg(f).
ALGORITHME :
— Initialisation. V1 <i<s,a; < 0;r+ 0; g+ f.
— Tant que g # 0, on exécute le test conditionnel ci—apres.
— Si cela est possible, on trouve le premier indice 1 < iy < s tel que LT(f;)|LT(g). Alors :

LT(g) . LT(g)
T(f) 0T IT(f)

A, < Q4 +

fio

— Sinon :
g«g—LT(g) ; r<r+LT(g)

U ATTENTION ! L'ordre des fi affecte le résultat.

Exemple : Soit f := X2Y + XY?2+Y? € Q[X, 9] (ordre lexicographique). On pose f; :== XY —1
et f2 = Y2 —1.
— Effectuons la division de f par (f1, f2).

XY +XV2+Y? | XY -1|V?-1 r
XY?+X+Y? X+Y 1 X+Y+1
X+Y2+Y
Y2 -1
Y +1

Ainsi: f=(X+Y)i+fo+t (X +Y +1).
— Effectuons a présent la division de f par (fa, f1)-

XY +XV24+Y? | V21| XY-1| r
XY2+X+Y?2 | X+1 X 2X +1
2X +1
Y2
1
Ainsi: f= (X +1)fa + Xfi+(2X +1).
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2.2 Bases de Grobner

Définition 2.2.1 (Idéal monomial)
Un idéal de k[X; ... X,] est dit monomial si il est engendré par des mondémes.

Lemme 2.2.1
Soit I = (X*|a € ACN") un idéal monomial.
Alors :

(i) VBeN", XP el Jac A X¥XP;

(i) Vf € k[X1...X,], f €I si et seulement si tous les mondémes apparaissant dans f sont des
éléments de 1.

Lemme 2.2.2 (Dickson)
Soit I = (X*|a € ACN") un idéal monomial.
Alors, il existe ay ... € A tel que T = (X1 ... X ).

DEMONSTRATION : D’aprés le théoréme de la base de Hilbert (1.6.3), I est de type fini, soit
I={f1...ft). De fait, chaque monéme apparaissant dans I'un des f; est de la forme X” X, avec
v € N" et a € A. Posons a présent :

S:={X“eI|3veN"tel que X"X* apparaisse dans l'un des f;}
Par construction, S est un ensemble fini qui engendre I, d’oi le résultat.

Définition 2.2.2
Soit I un idéal non nul de k[ X1 ...X,)].
On définit alors l’ensemble suivant :

LT(I) :={LT(f)| f € I}

Proposition 2.2.1
Soit I un idéal non nul de k[X; ...X,].
Alors (LT(I)) est un idéal monomial.

[J Le lemme de Dickson (2.2.2) implique alors qu’il existe g ...g: € I tels que :
(LT(I)) = (LM(g1) ... LM (g:)) = (LT (g1) ... LT (g¢))

Définition 2.2.3 (Base de Gribner)
Soit I un idéal non nul de k[X; ...X,].
Une famille (¢1,...,g:) de polynéomes de I est appelée base de Gribner de I si :

LT(1) = (LT(g). .. LT(gy))

L] Tout idéal non nul de k[X;...X,] admet une base de Grobner. Il n’y a cependant pas en
général unicité.

Proposition 2.2.2

Soit I un idéal non nul de k[ X1 ...X,)].
Soit (g1,...,9:) une base de Grébner de 1.
Alors :

I= <gla"'agt>

DEMONSTRATION : Découle de I'algorithme 2.1.1.

Proposition 2.2.3

Soit I un idéal non nul de k[X; ... X,].

Soit (g1,...,9:) une base de Grébner de 1.

Soit f € k[X1...X,].

Alors il existe un unique r € k[X1...X,)] tel que :
(i) f-rel;

(ii) aucun mondéme de r n’est divisible par 'un des LT (g;).
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Corollaire 2.2.3.1

Soit I un idéal non nul de k[ X1 ...X,)].
Soit (g1,...,gt) une base de Grébner de I.
Soit f € I{/’[Xl .. Xn]

Alors :

(i) le reste r de la division (algorithme 2.1.1) de f par (g1,...,9:) est uniquement déterminé
par [ (il ne dépend donc pas de lordre des g;) ;

(i) feler=0.

Exemple :  On considére I'idéal I C k[X,Y] engendré par g; := 2XY +Y et go := Y2 —1. Alors
(91, 92) n’est pas une base de Grobner de I car LT(Yg1 — Xg2) ¢ (LT (g1), LT (g2)).

Proposition 2.2.4
Soit I := <g1 . .gt> - k[Xl . Xn]
Alors :

(g1 -..g¢) nest pas une base de Gribner de I
=
il existe f € I tel qu’aucun LT(g;) ne divise LT(f).

Définition 2.2.4 (Plus petit commun multiple (ppcm))
Soient o, f € N™.
On appelle ppem de X et X le monome XV, otv = (v ...vn) € N” avec V1 < i < n, v; = max(ay, f;).

Définition 2.2.5 (S—polynome)
Soient f,g € k[X1...X,]\ {0}.
On appelle S—polynome de [ et g le polynéme suivant :

__ppem(LM(f), LM(g) , ppem(LM(f), LM (g)
SUhe) = LT(f) - 17 ()

g

Remarques :  Soient f,g € k[X1...X,]\ {0}. Alors :
- S(f,9) = =509, f);

Proposition 2.2.5
Soient ci...c; € k™ et ay...4 € N™.
Soient g1 ...qg; € k[X1 ... X,

On considére le polyndme :
t

[= Z X%y
i=1
On suppose qu’il existe 6 € N™ tel que :
- V1 <4<t multdeg(g;) + o; =8 ;
- multdeg(f) < 4.
Alors il existe une famille (c; j)1<i j<¢ d’éléments de k tels que :

f=Yci;X7"5(gi g5)

i<j
Avec les XVii = ppcm(Xm““deg(gi), X multdeg(9;) - Notons qu’on a v;.; < 0 par construction.

Proposition 2.2.6 (Critére de Buchberger)
Soit I un idéal non nul de k[X; ...X,].

Soit (g1-..g:) un systéme de générateurs de I.
Alors :

(91--.9t) est une base de Grobner de I
=
Pour tous i < j, le reste de la division de S(g;,g;) par {g1...g:} pris dans un certain ordre est
nul.
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Remarque : L’éventuelle nullité du reste de la division précitée est en fait indépendante de la
fagon dont on ordonne les g;.

2.3 Algorithme de Buchberger

Algorithme 2.3.2 (Buchberger)
Soit I un idéal non nul de k[X; ...X,].
Soit (g1 ...g:) un systéeme de générateurs de I.
L’algorithme suivant renvoie une base de Grébner G de l’'idéal I.
— Initialisation. G < {g1...g:}.
— Pour tous i # j, calculer le reste r de la division de S(g;,g;) par G. Si r # 0 alors
G+ GU{r}.
— On itére l’étape précédente jusqu’a ne plus trouver que des restes nuls.

Exemple :  On considére I'idéal I engendré par g; :=2XY 4+ Y et g :=Y? — 1.

1 1 1, . 1
= S(g1,92) = X + §Y2 =52tX+3. Ainsi G < {g1,92,95 .= X + 5}-
— Par définition, le reste de la division de S(g1,¢2) par G est a présent nul. S(g1,g3) = 0, il

1
n’y a donc rien a faire de ce coté—ci. S(go,g3) = X + §Y2 = 502 + g3. Ainsi, I'algorithme
termine en deux itérations et renvoie {g1, g2, g3}
Remarquons que g1 = 2Ygs, donc g1 n’est pas "nécessaire" & notre base de Grobner (nous y

reviendrons).

2.4 Bases de Grobner réduites

Soit I un idéal non nul de k[X; ... X,], de base de Grobner G. Supposons qu’il existe g € G
tel que LT (g) € (LT(G\ {g})). Alors G\ {g} est également une base de Grobner de I.

Définition 2.4.1 (Base de Griobner minimale)
Une base de Grobner G est dite minimale si :

(i) Vg€ G, LC(g) =1;
(it) Vg € G, LT(g) ¢ (LT(G\ {g}))-

Remarque :  Tout idéal non nul de k[X; ... X, ] admet une base de Grébner minimale. Il n’y a
pas en général unicité.

Proposition 2.4.1

Soit I un idéal non nul de k[ X1 ...X,)].

Soient G et H deux bases de Grébner minimales de I.
Alors LT(G) = LT(H) et donc card G = card H.

DEMONSTRATION : Soit ¢ € G. H est une base de Grobner de I donc il existe h € H tel que
LT(h)|LT(g). De plus, G est une base de Grébner de I donc il existe f € G tel que LT (f)|LT(h).
Ainsi, par transitivité, LT (f)| LT (g). Or, G est minimale donc f = g et comme LC(g) = LC(h) =1
alors LT(g) = LT (h) et LT(G) C LT(H). Les roles de G et H étant symétriques, on obtient le
résultat voulu.

Définition 2.4.2 (Base de Griébner réduite)
Une base de Grobner G est dite réduite si :

(i) Vg € G, LC(g) = 1;
(i) Vg € G, aucun des mondémes de g n'appartient ¢ (LT (G \ {g})).

Remarque : Une base de Grébner réduite est minimale.
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Exemple : On considére 'idéal I engendré par g1 := 2XY + Y et go := Y2 — 1. On pose
1
gs = X + 3 Alors (go, g3) est une base de Grobner réduite de I mais pas (g2, 92 + g3) (qui est

"pourtant" minimale).

Proposition 2.4.2
Soit I un idéal non nul de k[ X, ...X,)].
Alors I admet une unique base de Grobner réduite.



Chapitre 3

Algébre commutative

[On considére dans ce chapitre un anneau A et un corps kzj

3.1 Anneau des fractions

Définition 3.1.1 (Partie mutliplicative)
Soit S C A.

On dit que S est multiplicative si :
(i) 1€S;
(ii) Vz,y € S, zy € S.

Lemme 3.1.1
Soit S une partie multiplicative de A.
On définit alors une relation d’équivalence ~ sur A x S comme suit :

Y(a,s), (b,t) € A x S (a,s) ~ (b,t) & Ire S, rlat —bs) =0
[ La relation ~ suivante n’est pas en général une relation d’équivalence :
Y(a,s), (b,t) € Ax S (a,s) ~ (b,t) < at = bs

En effet, si A n’est pas intégre, on peut trouver a et s # t tels que sa = ta et donc (1, s) ~ (a, sa) ~ (1,1)
mais (1,s) = (1,1).

Définition 3.1.2 (Localisé par rapport 4 une partie multiplicative)
Soit S une partie multiplicative de A.
On appelle localisé de A par rapport 6 S le quotient A[S™!:= A x S/ ~.

[

— On note parfois cet anneau S~!A.
a
— La classe de (a,s) € A x S modulo ~ est notée —.
s

Proposition 3.1.1
Soit S une partie multiplicative de A.
Alors le localisé A[S™] est un anneau pour les opérations suivantes :

. a b at + bs
(i) +-(gag)'—> o

0
, de neutre I;
b b 1
(i) x(g, ;) — %,de neutre 1

Proposition 3.1.2
Soit S une partie multiplicative de A.
Alors :

29
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(i) on dispose d’un morphisme d’anneauz :

ls: A — A[STY]

a
a— -
1

(ii) Ls est injective < S ne contient aucun diviseur de 0 ;
(iii) A[S™11={0} < 0eS;

(iv) €5(S) =S et £5(S) C A[ST*;

(v) A[ST|2A s S CAX;

DEMONSTRATION :
(¢) Clair.
(i1) Soit a € A. Alors :

a € Ker(lg) < 3Is€ S,as=0

D’ou le résultat.
(#i7) = est triviale. Réciproquement, si 0 € S alors ~ est triviale, d’ou le résultat.

(iv) La restriction de £g & S est clairement injective par multiplicativité de S et les points (i) et
1 1
(ii7). L’inclusion de £g(S) dans A[S™1]* découle du fait que Vs € S, ? X =7
s
(v) — Si S C A*, lg est injective par (i). De plus, ve e A[ST1], 4 ¢s(as™1), donc £g est un
S S
isomorphisme.
— Réciproquement, si A[S™1] = A alors d’aprés (iii) tout élément de £5(S) = S est inversible
dans A[S™!] = A, d’oti le résultat

Exemples :

1. Si A est intégre, alors S := A* est multiplicative et A[S~!] s’identifie au corps des fractions
de A.

2. Soit P € Spec(A). Alors S := A\ P est multiplicative car si a,b ¢ P alors par primalité
ab ¢ PB. On note alors Ay le localisé de A par rapport & S. Cet anneau est appelé localisé de
A en*P.

Définition 3.1.3 (Anneau local)
Un anneau est dit local s’il admet un unique idéal mazimal.

Exemple "idiot" : un corps est local, d’idéal (0).

Proposition 3.1.3
A est local & A\ A est un idéal de A.
Si c’est le cas, A\ A* est alors l'unique idéal mazimal de A.

DEMONSTRATION :

(=) Soit x ¢ A*. Alors (z) est un idéal propre de A donc est contenu dans un idéal maximal
(théoréme de Krull — 1.3.2 —). Par localité de A, il n’existe qu’un seul tel idéal, qui ne peut
contenir d’inversible (un idéal maximal est propre). Ergo, cet idéal contient et est contenu
dans A\ A*.

< A\ A est un idéal propre de A car 1 est inversible. De plus, si I est un idéal contenant
strictement A \ A%, alors I N A* # () et donc I = A. Donc A \ A* est maximal. L’unicité
provient du fait que tout idéal propre est inclus dans A\ A* (un idéal propre ne peut contenir
d’inversible).

Corollaire 3.1.3.1

Soit P € Spec(A).

Alors Ay est local, d’idéal mazimal M := { E’ a€P, s¢ ‘,B}
s
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. . s T a a
DEMONSTRATION : 90 est clairement un idéal car A\*P est multiplicative. De plus, — ¢ M < — ¢ A,
S S

d’ou le résultat.

Proposition 3.1.4 (Propriété universelle du localisé)
Soit S une partie multiplicative de A.
Alors pour tout anneau B et pour tout morphisme d’anneau ¢ : A — B tel que p(S) C B, il existe
un unique morphisme d’anneaux ¢ : A[S™Y] — B tel que ¢ =) o lg.
DEMONSTRATION : On vérifie que 1 : N ¢(a)p(s)~! est bien définie et convient. L’unicité
s
provient du fait que si f o g = ¢ alors nécessairement ve cA[STY), f (%) = ¢(a)op(s)~ L.
S

LUn petit diagramme commutatif ?

A B

A[S]

Proposition 3.1.5
Soient S C T deux parties multiplicatives de A. Alors :

(i) on dispose d’un morphisme d’anneauz injectif :

A[STY — A[T™Y

S S

(ii) €s(T) est une partie multiplicative de A[S™1];
(iii) A[S~Y[ts(T)~' = A[TY].

3.2 Idéaux du localisé

Lemme 3.2.1

Soit S une partie multiplicative de A.
Soit I un idéal de A.

Alors :

(1) = J: 9)

ses

O les notations € et ¢ sont entendues par rapport a Lg.

Proposition 3.2.1 (Idéaux du localisé)
Soit S une partie multiplicative de A.
Alors (les notations © et ¢ sont entendues par rapport a fs) :

(i) tout idéal de A[S™" est de la forme I¢, avec I idéal de A ;

(ii) les ensembles {P € Spect = (A) ['BNS = 0} et SpecA[S™!] sont équipotents, via P — P et
Q- Q°.

DEMONSTRATION : Démontrons le (i). Soit J un idéal de A[S™!]. On pose I = J¢. Alors par

a a a S a

définition I¢ C J et si — € J alors 1=3%7¢€ J et comme 1= ls(a)onaae J°=1. Doule
S S

résultat.
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3.3 Localisation d’un module

Lemme 3.3.1

Soit M un A—module.

Soit S une partie multiplicative de A.

On définit alors une relation d’équivalence ~ sur M x S comme suit :

Y(a,s),(b,t) e M xS (a,s) ~ (b,t) < 3Ir €S, r(at —bs) =0

Définition 3.3.1 (Localisé d’un module)

Soit M un A—module.

Soit S une partie multiplicative de A.

On appelle localisé de M par rapport a S le quotient M[S™ := A x S/ ~.

[ La classe de (a,s) € M x S modulo ~ est notée &y
s

Proposition 3.3.1

Soit M un A-module.

Soit S une partie multiplicative de A.

Alors le localisé M[S™1] est un A[S™1]-module pour les opérations suivantes :

i) +: (20 2ED
st

(i1) ><((g b) € A[ST1 x M[S71]) — a—?,de neutre %
s s

Tt
[l M[S™!] hérite de fait d’une structure de A—module.

0
, de neutre 1 ;

Proposition 3.3.2

Soit M un A—module.

Soit S une partie multiplicative de A.

Alors on dispose d’un morphisme de A—modules :

ls: M — M[S™!

a
a —r I

Proposition 3.3.3 (Propriété universelle du localisé d’un module)

Soit M un A—module.

Soit S une partie multiplicative de A.

Alors pour tout A—module N et pour tout morphisme de A—modules ¢ : M — N, il existe un unique

morphisme de A[S™']-modules ¢ : M[S™'] — N[S™1] tel que p =1p o lsg.

Proposition 3.3.4 (Exactitude de la localisation)
Soient M et N deuzr A—modules.

Soit ¢ : M — N une application A-linéaire.

Alors Uapplication suivante est A[S™1|-linéaire :

(ST : M[S™'] — N[S™]
m  ¢(m)

—
S

Si de plus i est une application A-linéaire partant de N alors :
(Wod)S™ =[S 0[S

Définition 3.3.2 (Suite exacte courte de A—modules)
On appelle suite exacte courte de A—modules un diagramme de la forme :

0= M &ML M =0

O :
— ¢ est injective ;
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— 9 est surjective ;

- QY = Ker ¢.
Remarquons que ces trois conditions sont équivalentes (dans leur ensemble) a la suivante : M' — M
et M" = M/M'.
Proposition 3.3.5

Pour toute suite evacte courte de A-modules 0 — M’ % M % M" — 0, la suite de A[S™1]-
modules suivante est exacte :

0 - M) A pps 1 P sy s o

U Pour ceux qui parlent le langage des catégories, cette proposition signifie que le foncteur de
localisation F : A—Mod — A[S~™1]—Mod est exact.

L] Si I est un idéal de A, il est naturellement muni d’une structure de A-module et donc on peut
deéfinir 7[S~1]. Si la notation ”¢” est relative a I’application canonique £g, on a méme :

I° =111

3.4 Idéaux primaires, irréductibles

Définition 3.4.1 (Idéal primaire)
Un idéal propre Q de A est dit primaire si Va,b € A tels que ab € Q tel que a ¢ Q soit b € V.

Proposition 3.4.1
Soit Q un idéal propre de A.
Alors :

(i)
9 est primaire < A/Q # {0} et tout diviseur de 0 dans A/Q est nilpotent
< (0) est primaire dans A/Q

(ii) si Q est primaire, alors /Q est premier. On dit alors que Q est \/Q-primaire.

DEMONSTRATION :
(i) La seconde équivalence est triviale. Soient a,b € A. Alors :

ab € Q < ab =0 dans A/Q
a¢Q<a#0dans A/Q
be VA e beNil(A/Q)

D’ou le résultat.

(ii) Soient a,b € A tels que ab € V/Q. Alors, si a ¢ VQ D Q, b € v/Q par primalitée. D’ott le
résultat.
U La reaproqle du point (ii) est FAUSSE Considérer l'idéal Q = (X) N (X2,Y?) C k[X,Y] de

racine vVQ = /(X) N +/(X2,Y?) .Eneffet, X.Y?€Q, X ¢Qet Y2 ¢VAQ.

Proposition 3.4.2
Un idéal premier est primaire.

Proposition 3.4.3
Soit Q un idéal de A tel que VQ soit un idéal mazimal.
Alors Q est primaire.

DEMONSTRATION : Un diviseur de 0 dans A/ est toujours contenu dans un idéal maximal (Krull).
Or il n’existe qu’un seul tel idéal car Max(A/Q) est équipotent & 'ensemble des idéaux maximaux
de A contenu £ (si 9 est un tel idéal, alors comme Q C I, VO € Q et done M = V). Ainsi,
tout diviseur de 0 dans A/SQ est contenu dans I'idéal v/Q9Q C Nil(A/Q).



34 CHAPITRE 3. ALGEBRE COMMUTATIVE

Exemple : (X2 Y?) est primaire dans k[X, Y] car sa racine (X,Y) y est maximale.

Proposition 3.4.4
Toute puissance finie d’un idéal primaire est primaire.

Lemme 3.4.1
Soit P € Spec(A).

Alors toute intersection d’idéaux B-primaire est un idéal B—primaire.

Définition 3.4.2 (Idéal irréductible)
Un idéal propre I des A est dit irréductible si pour tous idéauz 11,15 de A tels que I =1, NIy on
al =1 oul =1I>.

[] T est irréductible (resp. primaire) dans A si et seulement si (0) est irréductible (resp. primaire)
dans A/I. Ainsi, on peut toujours se ramener au cas I = (0).

Proposition 3.4.5
On suppose A noethérien.
Alors tout idéal irréductible de A est primaire.

[Dans toute la suite du chapitre, on suppose ’anneau A noethérien.]

3.5 Décomposition primaire

Définition 3.5.1 (Décomposition primaire)
Soit I un idéal propre de A.
On appelle décomposition primaire de I toute égalité de la forme suivante :

I = m £
i=1
O les Q; sont des idéaux primaires de A.

Proposition 3.5.1
Tout idéal propre de A admet une décomposition primaire.

Définition 3.5.2 (Décomposition primaire minimale)
Soit I un idéal propre de A.
On se donne une décomposition primaire de I :

Alors cette décomposition est dite minimale si :
(i) VI<i<n, I¢NjxQ; (ieNjzQ; ¢ Qi);
(ii) pour tous indices i # j, VQ; # 1/Q;.

Proposition 3.5.2
Tout idéal propre de A admet une décomposition primaire minimale.

[ I n’y a pas en général unicité!

3.6 Unicité

Soit I un idéal propre de A.
On se donne une décomposition primaire minimale de [ :

I = ﬁﬂl
i=1

Pour tout indice i, on pose B; := /Q;. Alors :
— les B, sont appelés idéauz premiers associés a I ;
— si PB; est minimal parmi les idéaux premiers de A contenant I, il est dit isolé ;
— dans le cas contraire, 3; est dit immergé.
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Exemple : Dans k[X, Y], la décomposition I = (X) N (X?,Y?) est minimale.
— Les idéaux premiers associés a I sont (X) et (X,Y).
— (X)) est isoleé.
- (X,Y) contient strictement (X) donc est immerge.

Proposition 3.6.1
Soit B € Spec(A).
Sont alors équivalentes :

(1) il existe un indice i tel que P =P, ;
(i) il existe a € A tel que B = (I : a).
Corollaire 3.6.1.1

Les B3, sont indépendants de la décomposition, i.e si il existe deux décompositions primaires mini-
males de I I =N7_,Q; =N, Q] alors :

(i) m=mn;

(i) 30 € 6, V1 <i <, Vi =,/ ;-

Remarque :  Soit P € Spec(A) et soit Q un idéal P—primaire. Alors :

A sia €
Va € A, (Q:a)=1{ I idéal P-primaire siacP\NQ
0 sia ¢ P

Proposition 3.6.2
Soit 1 <1i<n. SiP; est un idéal premier isolé alors :

(i) il existe s ¢ B, tel que Q; = (I : s);
(i) Q; est le plus petit idéal P;—primaire contenant I.

Corollaire 3.6.2.1
Soient I = NP1 Q; = NP, Q) deux décompositions primaires de I telles que :

v1§i§n£pi::\/5i:\/§;
Alors pour tout i tel que B; soit isolé on a :
Q; =9
Exemple :  On considére I'idéal I = (X2, XY?) C k[X,Y]. Une décomposition primaire mini-

male de [ est :
I=(X)Nn(X%Y?

Pour n > 2, on pose Q(n) = (X2, XY?,Y™). Ces idéaux sont (X,Y)-primaires et :
Vn > 2, I = (X)NA(n) est une décomposition polaire minimale de I

I admet donc une infinité de décompositions polaires minimales distinctes.

3.7 Décomposition polaire dans les anneaux localisés

(On se donne désormais une partie multiplicative S de A.]

Proposition 3.7.1
L’anneau A[S™!] est noethérien.

Lemme 3.7.1
Soit Q un idéal P-primaire de A.
Alors :

(i) ANS=0PnNS=0;
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(ii) Si QNS =0, alors Q° est un idéal P—primaire de A[S™] (la notation "" est ici relative
a Uapplication ls) ;

(iii) Si QNS #0, alors Q° = A[S™1].

Lemme 3.7.2

Soient A et B deux anneauz.

Soit ¢ : A — B un morphismes d’anneauz.
Soit Q un idéal primaire de B.

Alors Q° est un idéal primaire de A.

DEMONSTRATION : ¢ induit une injection de A/Q°¢ dans B/Q donc il est aisé de démontrer que
les diviseurs de 0 de A/Q¢ sont nilpotents.

Proposition 3.7.2

Les applications Q — Q¢ et Q +— 0° (les notation "™ " et "" sont ici relatives a l'application Lg)
sont des bijections réciproques entre l’ensemble des idéaux de primaires de A disjoints de S et celus
des idéaux primaires de A[S™1].

Proposition 3.7.3
Soit I un idéal propre de A tel que INS = (.
On se donne une décomposition primaire minimale de I :

Alors la relation suivante est une décomposition primaire minimale de I¢ dans A[S~1] (la notation
el est ici relative a application (g) :
= (1

0Q,NS=0

3.8 Applications

Lemme 3.8.1
On suppose A réduit (i.e Nil(A) = (0)).
Alors l’ensemble Div(A) des diviseurs de zéro dans A vérifie :

Div(A) = U B

PBeSpec(A) minimauz

Proposition 3.8.1
Soient I,J deuz idéauzx propres de A.
Alors :
(I:J)=1<% J nest contenu dans aucun idéal premier associé a I

Proposition 3.8.2
On rappelle que A est supposé noethérien.
Alors :
Div(A) = U P
PeSpec(A) associés a (0)

Théoréme 3.8.3 (Lemme de Nakayama)
Soit A un anneau (non nécessairement noethérien,).
Soit M un A—module de type fini.
Soit I un idéal de A tel que I C JacNil(A).
Alors :
(M=I.M)= (M

Corollaire 3.8.3.1

Soit A un anneau local d’idéal mazimal .
Soit M un A—module de type fini.

Alors :

(M =9M.M) = (M = 0)
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Corollaire 3.8.3.2

Soit A un anneau' intégre.
Soit I un idéal propre de A.
Soit A un idéal de A.

Alors :

Lemme 3.8.2
Soit I un idéal propre de A.
Alors :

k>1 k>1

Proposition 3.8.4
Soit I un idéal propre de A.

(i) Si I C JacNil(A) alors Ng>11* = (0).
(i) Si A est intégre alors Nig>11* = (0).

3.9 Dimension

[On suppose désormais le corps k algébriquement clos.j

Définition 3.9.1 (Suite de rang r)
Soit V' un ensemble algébrique de A} .
Pour v > 1, on appelle suite de rang r? toute suite d’ensembles algébriques irréductibles V; de A}
vérifiant :
Vonggg;VTCV

[ Une telle suite induit de fait une suite d’idéaux dans k[X ... X, :
V) cZ(Ve) & .- & Z(Vo)
Et donc on a, dans Palgébre A(V) := k[Xq,..., X,]/Z(V) :
0) CZ(V)/Z(V) & ... & Z(Vo)/Z(V)
On rappelle & tout hasard la définition suivante :

Définition 3.9.2 (Dimension)
Soit V' un ensemble algébrique de A}}.
On appelle dimension de V ’entier suivant :

dim(V) :=sup{r e N|IVp) & ... C V.. C V, les V; irréductibles }

Définition 3.9.3 (Dimension de Krull)
On appelle dimension de Krull de ’anneau A [’entier suivant :

dim(A) :=sup{r e N|IPo & ... P, C A, les B, € Spec(A) }

Proposition 3.9.1
Soit V' un ensemble algébrique de A}}.
Alors :
dim(V) = dim A(V)

Définition 3.9.4 (Hauteur d’un idéal premier)
Soit B € Spec(A).
On appelle hauteur de B Uentier suivant :

ht(P) :=sup{r e N|IPo & ... & B, =P, les P; € Spec(A) }

1. Noethérien & nouveau !
2. Les esprits chagrins auront remarqués qu’une suite de rang r posséde r + 1 termes ...
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U on remarquera que :
dim A = sup{ht(P) | ‘B € SpecA} = sup{ht(M) | M € MaxA}

Proposition 3.9.2
Soit P € Spec(A).
Alors :
ht(P) = 0 = P est un idéal premier isolé associé a (0)

De fait, si A est intégre on a :

ht(P) =0 < P = (0)

Lemme 3.9.1

Soient P1, P2 € SpecA tels que Py & Po.
Si ht(P2) — ht(P1) = 1 alors il n'existe aucun idéal premier strictement compris entre Py et Po.

Exemples :

1. Au sens de Krull, dim k[X] = 1 car k[X] est un anneau principal intégre donc toute suite
d’idéaux premiers y est de la forme (0) & (f), avec f irréductible.

2. dimk[X;...X,] > n car on ala suite (0) & (X1) & ... &).

3. Considérons l'idéal I := (X?Y, X3) C k[X,Y] et I'ensemble algébrique V := V(I). Alors on
a:
V =V(X?Y)NV(X?) = V(X)

V est donc une droite vectorielle. De plus :
dim(V) = dim A(V) = dim k[ X, Y]/VI = dim k[Y] = 1
Et donc dimV = dim; V.

Proposition 3.9.3
Soit n > 1.
Alors dim A} = n.

Corollaire 3.9.3.1
Soit V un ensemble algébrique de A} .
Alors dimV < n.

Proposition 3.9.4
Soit S une partie multiplicative de A.
Alors :

(i) S est (modulo inclusion) une partie multiplicative de A[X];

(ii) si K est le corps des fractions de A alors on a dans K(X) ’égalité suivante :

Corollaire 3.9.4.1
Si P € Spec(A), alors :
AglX]) = ALX][A\ 3] dons K(X)

En particulier, comme Ay =K, on a :
K[X] = A[X][A"]

[l De fait, comme K[X] est principal et que les idéaux premiers de A[X][A*] sont en bijection
avec les idéaux premiers de A[X] disjoints de A*, on a que si P & 9 sont deux tels idéaux alors

B =(0).
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Proposition 3.9.5

Soit 9 € Spec(A).

Soit P’ ¢ Q[X] un idéal premier de A[X].
On pose P := ANP ¢ Q.

Si il n’existe aucun idéal premier strictement compris entre 3 et Q alors :

T = PX]

Théoréme 3.9.6 (Théoréme de I’idéal principal de Krull)
Soit A un anneau (noethérien) intégre.

Soit I = (a) un idéal principal non nul de A.

Alors tout idéal premier isolé de I est de hauteur 1.

3.10 Calculs de dimension

Définition 3.10.1 (Ordre monomial gradué)
On dit qu’un ordre monomial sur N™ est dit gradué si Vo, € N" on a :

(laf > 18]) = (> 5)

Exemple : L’ordre lexicographique gradué est . ..gradué! H

(On fixe & présent un ordre monomial gradué 2.]

Proposition 3.10.1
Soit I un idéal propre de k[X; ... X,].
Alors :
dim V(I) = dim V((LT(I)))

Exemple :  On considére I'idéal I := (X524 X?Y 72 Y?Z3) C k[X,Y, Z]. Remarquons alors
que I = (XZ,YZ) et donc que :

V) =V(WVT) =V(XZ)nV(YZ)={Z=0} U{X =Y =0}
Donc dim V(I) = 2.

Algorithme 3.10.3 (Calcul de dimension)
Soit I un idéal propre de k[X1 ... X,].

— Calculer une base de Grébner de I pour l'ordre gradué >. On obtient ainsi une base de
(LT(I)).
- Calculer dim V((LT(I))).

Proposition 3.10.2
Soit T := (X ... X)) un idéal de k[ X1 ...X,].
Alors :

dimV(I) = n —min{card J | J C {X1,... X}, V1 <i<wr, 3X, € J, X;| X}



