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Chapitre 1Algèbre et géométrie
�

�

�

�
Dans la totalité de 
e 
ours, les anneaux seront supposés unitaires, 
ommutatifs et non triviaux.1.1 Rappels sur les idéauxDé�nition 1.1.1 (Idéal)Soit A un anneau et soit I ⊂ A.Alors on dit que I est un idéal de A si :(i) (I,+) est un sous�groupe de (A,+) ;(ii) ∀a ∈ A, ∀x ∈ I, ax ∈ I.Remarques :1. {0} et A sont deux idéaux de A, appelés idéaux triviaux.2. Un idéal I de A est dit propre si I  A.Proposition 1.1.1Soit A un anneau.Alors :

A est un 
orps ⇔ ses idéaux sont triviauxDé�nition 1.1.2 (Morphisme d'anneaux)Soient A et B deux anneaux.On dit qu'une appli
ation f : A→ B est un morphisme d'anneaux si elle véri�e que :(i) f est un morphisme de groupes de (A,+) dans (B,+) ;(ii) f(1A) = 1B ;(iii) ∀x, y ∈ A, f(xy) = f(x)f(y).On appelle noyau et image du morphisme f son noyau et son image en tant que morphisme degroupes.Proposition 1.1.2Soient A et B deux anneaux.Soit ϕ : A→ B un morphisme d'anneaux.Alors :(i) si J est un idéal de B, ϕ−1(J) est un idéal de A ;(ii) si ϕ est surje
tif et si I est un idéal de A, ϕ(I) est un idéal de B.Proposition 1.1.3 (Interse
tion d'idéaux)Soit A un anneau.Soit (Ij)j∈J une famille (quel
onque) d'idéaux de A.Alors : ⋂

j∈J

Ij est un idéal de AEn parti
ulier, si S ⊂ A, on peut dé�nir l' idéal engendré par S 
omme étant l'interse
tion de tousles idéaux de A 
ontenant S. Il s'agit de fait du plus petit idéal de A 
ontenant S.5



6 CHAPITRE 1. ALGÈBRE ET GÉOMÉTRIE
✍ Notations� Si S ⊂ A, on note 〈S〉 l'idéal engendré par S.� Si I est un idéal de A et ϕ : A→ B un morphisme d'anneaux, on note :

Ie := 〈ϕ(I)〉 ⊂ B� Si J est un idéal de B et ϕ : A→ B un morphisme d'anneaux, on note :
Ic := ϕ−1(J) ⊂ AProposition 1.1.4 (Somme d'idéaux)Soit A un anneau.Soit (Ij)j∈J une famille (quel
onque) d'idéaux de A.Alors l'ensemble suivant est un idéal de A :

∑

j∈J

Ij :=







∑

j∈J

xj

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∀j ∈ J, xj ∈ Ij , les xj presque tous nuls 
Remarques :1. Si J = {1 . . . n}, la somme s'é
rit :

n∑

j=1

Ij =







n∑

j=1

xj

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∀1 ≤ j ≤ n, xj ∈ Ij





2. Si x1, . . . , xn ∈ A, alors :
n∑

j=1

〈xj〉 = 〈x1, . . . , xn〉Proposition 1.1.5 (Produit d'idéaux)Soit A un anneau.Soit (Ii)1≤i≤n une famille �nie d'idéaux de A.Alors l'ensemble suivant est un idéal de A :
I1 . . . In :=

{
n∑

i=1

n∏

k=1

xi,k

∣
∣
∣
∣
∣
∀1 ≤ i, k ≤ n, xi,k ∈ Ik

}

=

〈
n∏

k=1

xk

∣
∣
∣
∣
∣
∀1 ≤ k ≤ n, xk ∈ Ik

〉Proposition 1.1.6Soit A un anneau.Soit (Ii)1≤i≤n une famille �nie d'idéaux de A.Alors :
I1 . . . In ⊂

n⋂

i=1

IiProposition 1.1.7 (Division d'idéaux)Soit A un anneau.Soient I, J deux idéaux de A.Alors l'ensemble suivant est un idéal de A, appelé 
ondu
teur de J dans I :
(I : J) := {x ∈ A | x.J

︸︷︷︸

:=〈x〉.J

⊂ I}Démonstration : Il est 
lair que (I : J) est un sous�groupe additif de A. De plus, si a ∈ (I : J), b ∈ A,alors 
omme a.J ⊂ I, a.b.J = b.a.J ⊂ b.I ⊂ b.I, d'où le résultat.Dé�nition 1.1.3 (Idéal annulateur)Soit A un anneau.Soit J un idéal de A.Alors on appelle idéal annulateur de J l'idéal ((0) : J).



1.2. LEMME DE ZORN 7Constru
tion d'anneaux quotients :Soit A un anneau et soit I un idéal de A. Alors I dé�nit une relation d'équivalen
e sur A, appeléerelation d'équivalen
e modulo I :
a ≡ b[I]⇔ a− b ∈ IPour a ∈ A, on not clI(a) la 
lasse de a modulo I. L'ensemble quotient A/I ainsi dé�ni est munid'une stru
ture d'anneau via les opérations (a, b ∈ A) :

clI(a) + clI(b) := clI(a+ b)

clI(a)× clI(b) := clI(a× b)L'appli
ation clI : A → A/I 
onstitue don
 un morphisme d'anneaux surje
tif qui induit unebije
tion entre l'ensemble des idéaux de A 
ontenant I et l'ensemble des idéaux de A/I.1.2 Lemme de ZornDé�nition 1.2.1 (Élément maximal, plus grand élément)Soit (E,≤) un ensemble ordonné.Soit m ∈ E.Alors :(i) on dit que m est un élément maximal de E si :
∄x ∈ E \ {m}, m ≤ x1. on dit m est un plus grand élément de E si :
∀x ∈ E, x ≤ mDé�nition 1.2.2 (Ensemble indu
tif)Soit (E,≤) un ensemble ordonné.Alors on dit que E est indu
tif si toute partie totalement ordonnée (on dit aussi 
haîne) de E estmajorée dans E.Remarques :1. Un ensemble indu
tif est non vide. En e�et, ∅ est une 
haîne de E don
 y est majorée.2. Si E est totalement ordoné, l'indu
tivité est équivalente à l'existen
e d'un plus grand élément.Lemme 1.2.1 (Zorn)Tout ensemble indu
tif admet un élément maximal.Le lemme de Zorn est équivalent à l'axiome du 
hoix, que nous utiliserons dans toute la suitede 
e 
ours.Axiome 1 (Axiome du 
hoix)Soit I un ensemble et soit (Ei)i∈I une famille d'ensembles tous non vides.Alors : ∏

i∈I

Ei 6= ∅1.3 Idéaux premiers, idéaux maximauxDé�nition 1.3.1 (Idéal premier)Soit A un anneau.Soit P un idéal de A.On dit que P est un idéal premier si :(i) P 6= A ;(ii) pour tous a, b ∈ A tels que ab ∈ P, on a a ∈ P ou b ∈ P.



8 CHAPITRE 1. ALGÈBRE ET GÉOMÉTRIEDé�nition 1.3.2 (Idéal maximal)Soit A un anneau.Soit M un idéal de A.On dit que M est un idéal maximal si :(i) M 6= A ;(ii) il n'existe au
un idéal I de A tel que M  I  A (i.e M est un élément maximal pourl'in
lusion).Proposition 1.3.1Soit A un anneau.Soit I un idéal de A.Alors :
I est premier ⇔ A/I est intègreet
I est maximal ⇔ A/I est un 
orpsProposition 1.3.2 (Krull)Soit A un anneau.Alors tout idéal propre de A est 
ontenu dans un idéal maximal. En parti
ulier, A possède desidéaux maximaux.Démonstration : Soit E l'ensemble des idéaux propres de A, ordonné par l'in
lusion. Alors Eest un ensemble indu
tif. En e�et, si C est une 
haîne de E, alors :Cas 1 : C = ∅. Alors {0} majore C dans E.Cas 2 : C 6= ∅. Alors, si on pose :

J :=
⋃

I∈C

I

J est un idéal de A 
ar C est totalement ordonnée pour l'in
lusion, et est propre 
ar
∀I ∈ C, 1 /∈ I (
ar A 6= {0}) don
 1 /∈ J .Proposition 1.3.3Soit A un anneau.Soit P un idéal premier de A.Soient I, J deux idéaux de A.Alors :(i) si I ∩ J ⊂ P, alors I ⊂ P ou J ⊂ P ;(ii) si I.J ⊂ P, alors I ⊂ P ou J ⊂ P.Démonstration : I.J ⊂ I∩J don
 il su�t de montrer le point (ii). Supposons don
 que I.J ⊂ Pmais que I, J  P. Alors, il existe a ∈ I, b ∈ J tels que a, b /∈ P. Cependant, ab ∈ I.J ⊂ P, 
e quiinduit une 
ontradi
tion sur la primalité de P.Proposition 1.3.4Soit A un anneau.Soit I un idéal de A.Supposons qu'il existe des idéaux premiers P1, . . . ,Pn de A tels que :

I ⊂
n⋃

i=1

PiAlors il existe 1 ≤ k ≤ n tel que I ⊂ Pk.



1.4. NILRADICAL, RADICAL DE JACOBSON 91.4 Nilradi
al, radi
al de Ja
obsonProposition 1.4.1 (Radi
al d'un idéal)Soit A un anneau.Soit I un idéal de A.Alors l'ensemble suivant est un idéal de A 
ontenant I, appelé radi
al de I :
√
I := {a ∈ A | ∃n ≥ 1, an ∈ I}Démonstration :� Il est 
lair que I ⊂ √I.� Si a, b ∈ A sont tels que an, bm ∈ I, alors :

(a+ b)n+m =

n+m∑

k=0

Ckn+ma
kbn+m−k

=

n∑

k=0

Ckn+ma
kbn+m−k +

n+m∑

k=n+1

Ckn+ma
kbn+m−k

= bm

(
n∑

k=0

Ckn+ma
kbn−k

)

+ an

(
n+m∑

k=n+1

Ckn+ma
k−nbn+m−k

)

∈ IDon
 a+ b ∈
√
I.� Si a ∈ √I, b ∈ A, alors (si an ∈ I), (ab)n ∈ I et don
 ab ∈ √I.Dé�nition 1.4.1 (Idéal radi
al)Un idéal égal à son radi
al est dit radi
al.Dé�nition 1.4.2 (Nilradi
al)Soit A un anneau.On appelle nilradi
al de A l'ensemble Nil(A) de ses éléments nilpotents, i.e :

Nil(A) :=
√

(0)Dé�nition 1.4.3 (Spe
tre premier)Soit A un anneau.On appelle spe
tre premier de A l'ensemble Spec(A) de ses idéaux premiers.Proposition 1.4.2Soit A un anneau.Alors :
Nil(A) =

⋂

P∈Spec(A)

PDémonstration :� Soit P ∈ Spec(A) et soit a ∈ Nil(A) tel que an = 0. Alors an = 0 ∈ P et don
 (ré
urren
etriviale sur n) a ∈ P.� On démontre de façon analogue à 
elle vue en démontrant le théorème de Krull (proposition1.3.2) que l'ensemble des idéaux de A ne 
ontenant pas un 
ertain a ∈ ∩P∈Spec(A)P nonnilpotent est indu
tif et don
 admet un élément maximal P. On montre alors que P estpremier (dé
oule de la maximalité en raisonnant par l'absurde) et 
ontient une puissan
e de
a, 
e qui est absurde.Corollaire 1.4.2.1Soit A un anneau.Soit I un idéal de A.Alors : √

I =
⋂

I⊂P∈Spec(A)

PDémonstration : On applique la proposition 1.4.2 à A/I.



10 CHAPITRE 1. ALGÈBRE ET GÉOMÉTRIEDé�nition 1.4.4 (Spe
tre maximal)Soit A un anneau.On appelle spe
tre maximal de A l'ensemble Max(A) de ses idéaux maximaux.Dé�nition 1.4.5 (Radi
al de Ja
obson)Soit A un anneau.On appelle radi
al de Ja
obson de A l'idéal de A dé�ni par :
JacNil(A) :=

⋂

M∈Max(A)

MProposition 1.4.3Soit A un anneau.Alors :
Nil(A) ⊂ JacNil(A)Proposition 1.4.4Soit A un anneau.Alors :

JacNil(A) = {a ∈ A | ∀b ∈ A, 1− ab ∈ A×}Démonstration :� Soit a ∈ JacNil(A). Supposons qu'il existe b ∈ A tel que 1 − ab ne soit pas inversible.Ainsi, 〈1 − ab〉  A et don
 il existe M ∈ Max(A) tel que 1 − ab ∈ M par théorèmede Krull (1.3.2). Or, a ∈ M don
 ab ∈ M d'où 1 ∈ M, 
e qui est impossible. Don

a ∈ lbracea ∈ A | ∀b ∈ A, 1− ab ∈ A×}.� Ré
iproquement, si a ∈ lbracea ∈ A | ∀b ∈ A, 1−ab ∈ A×} mais a /∈ JacNil(A), alors il existe
M ∈Max(A) tel que a /∈M et don
 de fa
to A = M+ 〈a〉 (
ar M  M+ 〈a〉) don
 1 s'é
rit
1 = x+ab ave
 x ∈M et b ∈ A et don
 1−ab = x, d'où x ∈ A×, 
e qui 
ontredit la propreté 1de M. D'où le résultat.1.5 Ensembles algébriques, topologie de ZariskiOn se donne dans toute se
tion un 
orps in�ni k. On notera par la suite Ank := kn l'espa
ea�ne de dimension n ≥ 1.Dé�nition 1.5.1 (Ensemble algébrique)On appelle ensemble algébrique sur Ank tout ensemble de la forme :

V(S) := {a ∈ Ank | ∀f ∈ S, f(a) = 0}, S ⊂ k[X1, . . . Xn]Exemples :1. V1 := {(x, y) ∈ C2 |x2 + y2 + 1 = 0} est un ensemble algébrique (non vide) sur A2
C.2. V2 := {(x, y) ∈ R2 |x2 + y2 + 1 = 0} est un ensemble algébrique (vide) sur A2

R.3. V3 := {(x, y, z) ∈ Q3 |xn + yn = zn} est un ensemble algébrique sur A3
Q.Lemme 1.5.1Soient S, S′ ⊂ k[X1 . . . Xn].Soit I un idéal de k[X1 . . . Xn].(i) Si S ⊂ S′, alors V(S′) ⊂ V(S).(ii) V(S) = V(〈S〉). En parti
ulier, un ensemble algébrique peut toujours être dé�ni via un idéalde k[X1 . . . Xn].(iii) V(I) = V(√I). En parti
ulier, un ensemble algébrique peut toujours être dé�ni via un idéalradi
al de k[X1 . . .Xn].Démonstration :

(i) Trivial.1. Et Dieu sait que 
ertaines personnes n'aiment pas que l'on 
ontredise leur propreté . . .



1.5. ENSEMBLES ALGÉBRIQUES, TOPOLOGIE DE ZARISKI 11
(ii) � S ⊂ 〈S〉 don
 V(〈S〉) ⊂ V(S).� Soit a ∈ V(S) et soit f ∈ 〈S〉. Alors, par dé�nition, f s'é
rit sous la forme :

f =

n∑

i=1

pifi, les fi ∈ S et les pi ∈ k[X1 . . . Xn]Ainsi :
f(a) =

n∑

i=1

pi(a) fi(a)
︸ ︷︷ ︸

=0

= 0D'où le résultat.
(iii) � I ⊂

√
I don
 V(√I) ⊂ V(I).� Soit a ∈ V(I) et soit f ∈ √I. Alors il existe n ≥ 1 tel que fn ∈ I et don
 (f(a))n = 0. Parintègrité de k, on a de fa
to f(a) = 0 et don
 a ∈ V(√I).Proposition 1.5.1On a les propriétés suivantes :(i) ∅ et Ank sont des ensembles algébriques ;(ii) une interse
tion d'ensembles algébrique est un ensemble algébrique ;(iii) une réunion �nie d'ensembles algébrique est un ensemble algébrique.Démonstration :

(i) Immédiat 
ar ∅ = V(1) et Ank = V(0).
(ii) Soit (V(Si))i∈I une famille d'ensembles algébriques. Montrons que :

⋂

i∈I

V(Si) = V
(
⋃

i∈I

Si

)On a :
a ∈

⋂

i∈I

V(Si)⇔ ∀i ∈ I, ∀f ∈ Si, f(a) = 0

⇔ ∀f ∈
⋃

i∈I

Si, f(a) = 0

⇔ a ∈ V
(
⋃

i∈I

Si

)D'où le résultat.
(iii) Démontrons le résultat pour deux 2 ensembles algébriques. Soient don
 I et J deux idéauxde k[X1 . . .Xn]. Montrons que :

V(I) ∪ V(J) = V(I.J)� I, J ⊂ I.J don
 V(I.J) ⊂ V(I),V(J), soit, in �ne, V(I.J) ⊂ V(I) ∪ V(J).� Soit a ∈ V(I) ∪ V(J), par exemple a ∈ V(I) et soit f ∈ I.J . On peut alors é
rire f sous laforme suivante :
f =

n∑

k=1

fk,Ifk,J , les fk,I ∈ I et les fk,J ∈ JAinsi :
f(a) =

n∑

k=1

fk,I(a)
︸ ︷︷ ︸

=0

fk,J(a) = 0D'où le résultat.Corollaire 1.5.1.1 (Topologie de Zariski sur Ank)Les ensembles algébriques forment les fermés d'une topologie sur Ank , appelée topologie de Zariski.2. Le le
teur 
on
lura par ré
urren
e "
omme un grand". Il faut savoir se prendre en main de temps en temps.



12 CHAPITRE 1. ALGÈBRE ET GÉOMÉTRIEIntéressons nous désormais au problème suivant :Problème 1Un ensemble algébrique est�il toujours dé�ni par un nombre �ni de polyn�mes ?Dé�nition 1.5.2 (Idéal de type �ni)Soit A un anneau.On dit qu'un idéal I de A est de type �ni si il existe x1, . . . , xk ∈ A tels que I = 〈x1 . . . xk〉.On peut reformuler le problème 1 de la façon suivante : un idéal de k[X1 . . .Xn] est�il toujoursde type �ni ?1.6 Anneaux noethériensProposition 1.6.1 (Anneau noethérien)Soit A un anneau.Alors A est dit noethérien s'il véri�e l'une (et don
 toutes) des propriétés équivalentes suivantes :(i) toute suite 
roissante d'idéaux de A est stationnaire ;(ii) toute famille non vide d'idéaux de A admet un élément maximal ;(iii) tout idéal de A est de type �ni.Démonstration :
(i)⇒ (ii) Dé
oule immédiatement du fait que toute famille non d'idéaux sans élément maximal admetune sous�suite 
roissante non stationnaire.

(ii)⇒ (iii) Soit I un idéal de A. On 
onsidère la famille F des idéaux de type �ni 
ontenus dans I. Parhypothèse, 
ette famille admet un élément maximal J . Si on suppose que J  I, il existe
x ∈ I ⊂ J et don
 J + 〈x〉 est un idéal de type �ni 
ontenant stri
tement J et in
lus dans I,
e qui 
ontredit la maximalité de J .

(iii)⇒ (i) Soit (In)n une suite 
roissante d'idéaux de A. On pose :
I :=

⋃

n≥0

InPar hypothèse, I est de type �ni . De plus, par 
roissan
e de In, il existe N tel que IN
ontienne les générateurs de I et don
 la suite pré
itée est stationnaire.Exemples :1. Tout anneau prin
ipal (et don
 tout 
orps) est noethérien.2. Si k est un 
orps, k[X ] est noethérien (
ar prin
ipal). À l'inverse k[(Xn)n≥0] ne l'est pas 
arla suite (〈X0, . . . , Xk〉)k est non stationnaire.Proposition 1.6.2Soit A un anneau noethérien.Soit I un idéal de A.Alors :(i) l'anneau quotient A/I est noethérien ;(ii) il existe r ≥ 0 tel que (√I)r ⊂ I.Démonstration :
(i) Soit π : A → A/I la proje
tion 
anonique et soit J un idéal de A sur I. Comme π−1(J) estun idéal de A, il est de type �ni et don
 J également, d'où le résultat.
(ii)
√
I est de type �ni don
 il su�t, si I =: 〈x1 . . . xn〉, de prendre r := nk, où k est l'entier telque pour tout i, xri ∈ I.



1.6. ANNEAUX NOETHÉRIENS 13Lemme 1.6.1Soit A un anneau noethérien.Soit I un idéal de A[X ].Pour k ≥ 0, on pose :
Lk(I) := {0}

⋃

{ak ∈ A | ∃P ∈ I, P = akX
k +Q, deg(Q) < k}Alors :(i) (Lk(I))k est une suite 
roissant d'idéaux de A ;(ii) si J est un idéal de A[X ] in
lus dans I tel que Lk(I) = Lk(J) alors I = J .Théorème 1.6.3 (Théorème de la base de Hilbert)Soit A un anneau noethérien.Soit n ≥ 1.Alors l'annneau A[X1, . . . , Xn] est noethérien.Corollaire 1.6.3.1Soit k un 
orps.Alors k[X1, . . . , Xn] est noethérien.Corollaire 1.6.3.2Tout ensemble algébrique V de Ank est dé�ni par un nombre �ni d'équations.Démonstration : On a vu qu'il existait un idéal I de k[X1, . . . , Xn] tel que V = V(I). Parthéorème de la base de Hilbert (1.6.3), I =: 〈f1, . . . , fk〉 et don
 V = V(f1, . . . , fk).Dé�nition 1.6.1Soit k un 
orps.Soit V un ensemble algébrique de Ank .Alors on pose :

I(V ) := {f ∈ k[X1, . . . , Xn] | ∀a ∈ V, f(a) = 0}Lemme 1.6.2Soit k un 
orps.Soit V un ensemble algébrique de Ank .Alors I(V ) est un idéal radi
al de k[X1, . . . , Xn].Démonstration : Il est 
lair que I := I(V ) est un idéal de k[X1, . . . , Xn]. De plus, si f ∈ √I,il existe n tel que ∀a ∈ V, fn(a) = 0, 
e qui implique (par intégrité de k) que f(a) = 0 et don

f ∈ I, d'où le résultat.
✌ Par 
onséquent, l'appli
ation V 7→ I(V ) envoie l'ensemble des ensembles algébriques sur 
eluides idéaux radi
aux de k[X1, . . . , Xn], qui est lui�même renvoyé sur son 
ollègue pré
ité par l'ap-pli
ation I 7→ V(I).Proposition 1.6.4Soit k un 
orps.Soient V et W deux ensembles algébriques sur Ank .Alors :(i) si V ⊂W , alors I(W ) ⊂ I(V ) ;(ii) I(V ∪W ) = I(V ) ∩ I(W ) ;(iii) pour tout idéal I de k[X1 . . .Xn], on a :

I ⊂ I(V(I))(iv) V = V(I(V )).
✍ En fait, on pourrait dé�nir I(V ) à l'identique pour tout V ⊂ Ank . On aurait alors V(I(V )) = V ,où V est l'adhéren
e (au sens de Zariski) de V .



14 CHAPITRE 1. ALGÈBRE ET GÉOMÉTRIE1.7 Rappels sur les 
orps algébriquements 
losDé�nition 1.7.1 (Extension de 
orps)Soit k un 
orps.On appelle alors extension de k toute k�algèbre qui est un 
orps.
✍ Désormais, on notera (si nulle ambiguité n'est à 
raindre) K/k une extension K d'un 
orps k.Dé�nition 1.7.2 (Éléments algébriques, trans
endants)Soit K/k une extension de 
orps.Soit α ∈ K.Alors on dit que α est . . .(i) . . . algébrique si ∃P ∈ K[X ] \ {0} tel que P (α) = 0 ;(ii) . . . trans
endant dans le 
as 
ontraire.Dé�nition 1.7.3 (Extensions algébrique, trans
endante, �nie)Soit K/k une extension de 
orps.Alors K est dite :(i) algébrique si ses éléments sont algébriques sur k ;(ii) trans
endante sinon ;(iii) �nie si dimk K <∞. On appelle alors degré de K sur k la quantité suivante :

[K : k] := dimk KLemme 1.7.1Toute extension �nie est algébrique.Proposition 1.7.1 (Lemme des bases télés
opiques)Soient K/k et L/K deux extensions de 
orps.Alors L est une extension de k et :
[L : k] = [L : K][K : k]Corollaire 1.7.1.1Soient K/k et L/K deux extensions �nies.Alors L/k est une extension �nie.Lemme 1.7.2Soit k un 
orps.Soit P un idéal premier de k[T ].Alors :(i) P est prin
ipal engendré par un polyn�me irrédu
tible ;(ii) P est un idéal maximal ;(iii) le 
orps k[T ]/P est une extension �nie de k.Démonstration :

(ii) Soit I un iéal 
ontenant stri
tement P et soit P ∈ I \P. Alors P ne divise pas le générateur
Q de et don
 est premier ave
 lui. De fa
to, il existe A,B ∈ k[T ] tels que AP + BQ = 1 etdon
 1 ∈ I d'où I = k[T ].Proposition 1.7.2 (Corps algébriquement 
los)Soit k un 
orps.Les assertions suivantes sont alors équivalentes :(i) k n'admet pas d'extension algébrique non triviale ;(ii) les polyn�mes irrédu
tibles de k[T ] sont de degré 1 ;(iii) tout polyn�me de k[T ] de degré supérieur ou égal à 1 admet une ra
ine sur k ;(iv) tout polyn�me de k[T ] de degré supérieur ou égal à 1 est s
indé sur k.Lorsque 
'est le 
as, on dit que k est un 
orps algébriquement 
los.



1.8. ALGÈBRES DE TYPE FINI 15Exemples :1. C est algébriquement 
los.2. R n'est pas algébriquement 
los.3. Q n'est pas algébriquement 
los.Dé�nition 1.7.4 (Cl�ture algébrique)Un 
l�ture algébrique d'un 
orps k est une extension algébrique de k qui est un 
orps algébriquement
los.Exemples :1. C est une 
l�ture algébrique de R.2. Le 
orps Q des nombres 
omplexes algébriques sur Q est une 
l�ture algébrique de Q.Proposition 1.7.3 (Steinitz)Soit k un 
orps.Alors :(i) k admet une 
l�ture algébrique ;(ii) deux 
l�tures algébriques de k sont k�isomorphes.Démonstration : Admis (utilise le lemme de Zorn).1.8 Algèbres de type �niDé�nition 1.8.1 (Algèbre)Soit A un anneau.Une A�algèbre est un 
ouple (A, j) où :(i) A est un anneau ;(ii) j : A→ A est un morphisme d'anneaux non nul (appelé morphisme stru
tural).Remarques :1. La relative simpli
ité de 
ette dé�nition s'explique par le fait que tous les anneaux 
onsidéréssont 
ommutatifs.2. Lorsque A est un 
orps, le morphisme stru
tural j est né
essairement inje
tif.Dé�nition 1.8.2 (Sous�algèbre)Soit A un anneau.Soit (A, j) une A�algèbre.Soit B ⊂ A.Alors on dit que (B, j|B) est une sous�algèbre de A si :(i) B est un sous�anneau de A ;(ii) j(A) ⊂ B.Proposition 1.8.1 (Sous�algèbre engendrée par une partie)Soit A un anneau.Toute interse
tion de sous�algèbre d'une de A�algèbre donnée A est une sous�algèbre de A. Par
onséquent, on peut dé�nir la sous�algèbre engendrée par une partie S ⊂ A 
omme étant l'interse
-tion de toutes les sous�algèbres de A 
ontenant S. C'est alors la plus petite sous�algèbre véri�ant
ette propriété, et on la note A[S].Dé�nition 1.8.3 (Morphisme d'algèbres)Soit A un anneau.Soient (A, j) et (A′, j′) deux A�algèbres.On appelle morphisme d'algèbres tout morphisme d'anneaux ϕ : A → A′ tel que :
ϕ ◦ j = j′



16 CHAPITRE 1. ALGÈBRE ET GÉOMÉTRIEDé�nition 1.8.4 (Algèbre de type �ni)Soit A un anneau.On dit que A est de type �ni si il existe une partie �nie S ⊂ A qui engendre A 
omme A�algèbre.Lemme 1.8.1Soit A un anneau.(i) Tout anneau quotient d'une A�algèbre de type �ni est une A�algèbre de type �ni.(ii) Si A est une A�algèbre de type �ni et que B est une A�algèbre de type �ni, alors B est une
A�algèbre de type �ni.Démonstration : Si A = A[S] et B = A[F ], alors B = A[S ∪ F ].Proposition 1.8.2Soit k un 
orps.Alors k(X1, . . . , Xn) n'est pas de type �ni en tant que k�algèbre.Démonstration : Supposons le 
ontraire, i.e supposons que k(X1, . . . , Xn) = k[y1, . . . , ym], ave


yi =
fi
gi
, les fi, gi ∈ k[X1, . . . Xn] ave
 les gi 6= 0. Posons :

h :=
n∏

i=1

gi + 1 ∈ k[X1, . . . Xn]Alors 1

h
∈ k(X1, . . . , Xn) et don
 il existe λ1, . . . , λk ∈ k et r1,1, . . . , rk,m ∈ N tels que :

1

h
=

k∑

i=1

λi

m∏

j=1

y
ri,j
j =

k∑

i=1

λi

n∏

j=1

m
f
ri,j
j

g
ri,j
jQuitte à se livrer à des a
tes peu avouables sur r1,1, . . . , rk,m, on peut é
rire :

1

h
=

f
∏m
j=1 g

rj
j

, ave
 f ∈ k[X1 . . .Xn] et les rj ∈ ND'où :
fh =

m∏

j=1

g
rj
jOr k[X1 . . . Xn] est fa
toriel (
ar k l'est) et 
omme deg(h) = deg(g1) + . . .+ deg(gn) ≥ 1, on peuttrouver un polyn�me irrédu
tible non 
onstant e tel que e|h. De fa
to, e|∏j g

rj
j , 
e qui impliquepar irrédu
tibilité de e que e divise l'un des gj. Ergo, e|1 (
ar e|h), 
e qui est impossible.Corollaire 1.8.2.1Soit k un 
orps.Soit f ∈ k[X ] \ {0}.Alors k(X)

[
1

f

] n'est pas un 
orps.1.9 Extensions intègresDé�nition 1.9.1 (Entier sur un anneau)Soient A ⊂ B deux anneaux.On dit que x ∈ B est un entier sur A si il véri�e une équation de la forme :
xn +

n−1∑

i=0

aix
i = 0, les ai ∈ AUne telle équation s'appelle relation de dépendan
e intégrale.



1.9. EXTENSIONS INTÈGRES 17Remaruque : Le fait que x véri�e une telle équation est équivalent au fait que x soit ra
ined'un polyn�me unitaire de A[T ].Dé�nition 1.9.2 (Module)Soit A un anneau. Un A�module à gau
he est un triplet (E,+, .) où :(i) (E,+) est un groupe abélien 3 ;(ii) . est une loi de 
omposition externe (LCE), i.e une appli
ation de la forme ((λ, x) ∈ A×E) 7→ (λ.x ∈ E)véri�ant :(a) ∀x, y ∈ E, ∀λ ∈ A, λ.(x+ y) = λ.x+ λ.y ;(b) ∀x ∈ E, ∀λ, µ ∈ A, (λ+ µ).x = λ.x+ µ.x ;(
) ∀x ∈ E, 1A.x = x ;(d) ∀x ∈ E, ∀λ, µ ∈ A, (λ× µ).x = λ.(µ.x) ;Proposition 1.9.1 (Sous�module engendré par une partie)Soit A un anneau. Soit E un A�moduleSoit S ⊂ E.Alors l'interse
tion de tous les sous�modules de E 
ontenant S est le plus petit sous�module de E
ontenant S. On l'appelle sous�module engendré par S.Il est de plus égal à :
{

n∑

i=1

λisi

∣
∣
∣
∣
∣
n ≥ 1, (λi)i ∈ An, (si)i ∈ Sn

}En parti
ulier, le sous�module engendré par la réunion de deux parties est égal à leur somme.
✍ On notera 
et ensemble 〈S〉A, voire 〈S〉 si l'on a pas froid aux yeux.Dé�nition 1.9.3 (Module de type �ni)Soit A un anneau. Un A�module est dit de type �ni s'il est engendré par un ensemble �ni.Remarque : Une somme de modules de type �ni est de type �ni.Proposition 1.9.2Soient A ⊂ B deux anneaux.Soit x ∈ B.Alors :

x est entier sur A
⇔

A[x] est un A�module de type �niCorollaire 1.9.2.1Soient A ⊂ B deux anneaux.Soient x1 . . . xn ∈ B des entiers sur A.Alors l'algèbre A[x1, . . . , xn] ⊂ B est un A�module de type �ni. En parti
ulier, tout élément de
A[x1, . . . , xn] est un entier sur A.Corollaire 1.9.2.2Soient A ⊂ B deux anneaux.Alors l'ensemble des éléments de B entiers sur A forme un sous�anneau de B 
ontenant A.Dé�nition 1.9.4 (Anneau entier)Soient A ⊂ B deux anneaux.Alors B est dit entier sur A si tous ses éléments le sont.Proposition 1.9.3Soient A ⊂ B deux anneaux intègres.On suppose que B est entier sur A.Alors :3. "+" n'est en général pas l'addition sur A (que l'on note pourtant de la même façon) !
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A est un 
orps

⇔
B est un 
orpsDémonstration :� Supposons que A soit un 
orps. Soit b ∈ B∗. Comme b est entier sur A, il véri�e une relationde dépendan
e intégrale de la forme :

bn +

n−1∑

i=0

aib
i = 0, les ai ∈ AQuitte à prendre n minimal, on peut supposer a0 6= 0 (
ar B est intègre). On a alors :

b

(

bn−1 +

n−1∑

i=0

aib
i−1

)

= −a0 ∈ A× = A∗Don
 b est inversible.� Ré
iproquement, si on suppose que B est un 
orps, tout élément a ∈ A∗ admet un inverse bdans B. De plus, b est entier sur A don
 véri�e une relation de dépendan
e intégrale de laforme :
bn +

n−1∑

i=0

aib
i = 0, les ai ∈ AEt don
 :

b = bnan−1 = −
n−1∑

i=0

aia
n−1−i ∈ AD'où le résultat1.10 Théorème des zéros de HilbertThéorème 1.10.1 (Théorème des zéros de Hilbert, énon
é 1)Soit k un 
orps.Soit L une k�algèbre de type �ni.Alors si L est un 
orps, l'extension L/K est �nie (et don
 algébrique).Démonstration : Quand j'aurais le temps.Théorème 1.10.2 (Théorème des zéros de Hilbert, énon
é 2)Soit k un 
orps algébriquement 
los.Alors tout idéal maximal de k[X1, . . . , Xn] est de la forme 〈X1 − a1, . . . , Xn− an〉, ave
 les ai ∈ k.Démonstration : Remarquons premièrement que les idéaux de la forme 〈X1− a1, . . . , Xn− an〉sont bien maximaux. Inversement, si on se donne un idéal maximalM alors l'extension L := k[X1 . . . Xn]/

M est �nie sur k d'après le théorème 1.10.1 et don
 isomorphe à 
e dernier (
ar il est algébrique-ment 
los). De fait, il existe des éléments ai ∈ k tels que les Xi−ai ∈M et don
 M 
ontient l'idéalmaximal 〈X1 − a1, . . . , Xn − an〉 et est propre, don
 y est égal.Théorème 1.10.3 (Théorème des zéros de Hilbert, énon
é 3)Soit k un 
orps algébriquement 
los.Soit I un idéal propre de k[X1, . . . , Xn].Alors :
V(I) 6= ∅Démonstration : I est propre don
 d'après le théorème de Krull (1.3.2), il existe un idéalmaximal 
ontenant I. De plus, par théorème 1.10.2, 
et idéal est de la forme 〈X1−a1, . . . , Xn−an〉et don
 {a1 . . . an} ⊂ V(I), d'où le résultat.



1.11. ÉTUDE DE LA CORRESPONDANCE ALGÈBRE�GÉOMÉTRIE 19Théorème 1.10.4 (Théorème des zéros de Hilbert, énon
é 4)Soit k un 
orps algébriquement 
los.Soit I un idéal de k[X1, . . . , Xn].Alors :
I(V(I)) =

√
IDémonstration :� I est in
lus dans l'idéal radi
al I(V(I)) don
 √I ⊂ I(V(I)).� Soit f ∈ I(V(I)). On 
onsidère l'idéal J := 〈I, 1− f.T 〉 ⊂ k[X1 . . . Xn, T ]. Remarquons toutd'abord que l'ensemble algébrique V(J) ⊂ An+1

k est vide. En e�et, si (a1 . . . an, b) ∈ V(J),alors f(a1 . . . an, b) := f(a1, . . . , an) = 0 et 1− f(a1, . . . , an).b = 0 et don
 1 = 0.D'après le théorème 1.10.3, on a alors que J = k[X1 . . . Xn, T ] et don
 1 ∈ J , i.e il existe
f1, . . . , fk ∈ I et g0, . . . , gk ∈ k[X1 . . . Xn, T ] tels que :

1 =

k∑

j=1

fjgj + (1− f.T )g0 (1.1)On 
onsidère alors le morphisme :
φ : k[X1, . . . , Xn, T ]→ k(X1, . . . , Xn)

Xi 7→ Xi

T 7→ 1

fEn appliquant φ à l'équation 1.1, on obtient :
1 =

k∑

j=1

fjgj

(

X1, . . . , Xn,
1

f

)Posons à présent d := maxi degT gi. On a alors fd ∈ I et don
 f ∈ √I.Corollaire 1.10.4.1Soit k un 
orps algébriquement 
los.Alors les appli
ations V 7→ I(V ) et I 7→ V(I) sont des bije
tions ré
iproques reliant l'ensemble desensembles algébriques de Ank et 
elui des idéaux radi
aux de k[X1, . . . , Xn].En parti
ulier, l'ensemble {{a1, . . . , an} | ∀1 ≤ i ≤ n, ai ∈ k} est équipotent à Max(k[X1 . . . Xn])via l'appli
ation (a1, . . . , an) 7→ 〈X1 − a1, . . . , Xn − an〉.Proposition 1.10.5Soit k un 
orps algébriquement 
los.Soit V un ensemble algébrique de Ank .On note A(V ) := k[X1, . . . , Xn]/I(V ). Alors :(i) A(V ) est une k�algèbre de type �ni ;(ii) l'anneau A(V ) est réduit, i.e Nil(A(V )) = {0}.1.11 Étude de la 
orrespondan
e algèbre�géométrie
�

�

�

�
On se donne un 
orps algébriquement 
los k.Dé�nition 1.11.1 (Ensemble algébrique irrédu
tible)Un ensemble algébrique non vide V ⊂ Ank est dit irrédu
tible si pour tous (Zariski�)fermés V1, V2tels que V = V1 ∪ V2 alors V1 = V ou V2 = V .Proposition 1.11.1Soit V ⊂ Ank un ensemble algébrique.Alors :
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V est irrédu
tible

⇔
I(V ) est premier

⇔
A(V ) est un 
orpsProposition 1.11.2Soit V ⊂ Ank un ensemble algébrique non vide.Alors il existe une unique famille V1, . . . , Vk d'ensembles algébriques irrédu
tibles de Ank tels que :(i)

V =

k⋃

i=1

Vi(ii) pour tous i 6= j, Vi 6⊂ Vj .Proposition 1.11.3Soit A un anneau noethérien.Soit I un idéal propre de A.Alors il existe une unique famille P1, . . . ,Pk d'idéaux premiers de A tels que :(i)
I =

k⋂

i=1

Pi(ii) pour tous i 6= j, Pi 6⊂ Pj.Dé�nition 1.11.2 (Espa
e topologique noethérien)Un espa
e topologique est dit noethérien si toute suite dé
roissante de fermés y est stationnaire.Proposition 1.11.4Soit k un 
orps.Alors l'espa
e Ank muni de la topologie de Zariski est noethérien.Démonstration : Dé
oule du lemme 1.5.1 et du fait que k[X1 . . . Xn] est un 
orps.Dé�nition 1.11.3 (Composantes irrédu
tibles d'un ensemble algébrique)Soit V ⊂ Ank un ensemble algébrique.Alors les Vi de la proposition 1.11.2 sont appelés 
omposantes irrédu
tibles de V .Proposition 1.11.5Soit V ⊂ Ank un ensemble algébrique.Alors les 
omposantes irrédu
tibles de V sont les fermés irrédu
tibles maximaux 
ontenus dans
V . De plus, ∀1 ≤ i ≤ n, I(Vi) ∈ Spec(k[X1 . . . Xn]) et est minimal parmi les idéaux premiers
ontenant I(V ), i.e :

I(V ) =

n⋂

i=1

I(Vi)Exemple : On 
onsidère l'idéal I := 〈XY, Y Z,XZ〉 ⊂ k[X,Y, Z]. Alors I est radi
al don
 estégal à l'interse
tion des idéaux premiers minimaux le 
ontenant. En fait :
I = 〈X,Y 〉 ∩ 〈Y, Z〉 ∩ 〈X,Z〉En e�et, l'in
lusion de gau
he à droite est triviale et si on se donne P ∈ k[X,Y, Z], alors :

P = λ+

d∑

i=1

aiX
i + biY

i + ciZ
i +QOù λ et les ai, bi, ci sont dans k et Q ∈ I. On remarque ensuite que si P ∈ 〈X,Y 〉 (resp.

〈Y, Z〉, 〈X,Z〉, alors λ = ai = 0 pour tout i (resp. λ = bi, ci = 0) et don
 si P ∈ 〈X,Y 〉∩〈Y, Z〉∩〈X,Z〉,
P = Q ∈ I.De plus, on a :
V(I) = {(0, 0, z) | z ∈ k} ∪ {(0, y, 0) | y ∈ k} ∪ {(x, 0, 0) |x ∈ k} = V(X,Y ) ∪ V(X,Z) ∪ V(Y, Z)



1.11. ÉTUDE DE LA CORRESPONDANCE ALGÈBRE�GÉOMÉTRIE 21Dé�nition 1.11.4 (Dimension)Soit V un ensemble algébrique de Ank .On appelle dimension de V l'entier suivant :
dim(V ) := sup{r ∈ N | ∃V0  . . .  Vr ⊂ V, les Vi irrédu
tibles }Proposition 1.11.6Soient V,W deux ensembles algébriques de Ank .(i) Si W ⊂ V alors dim(W ) ≤ dim(V ).(ii) Si V1, . . . , Vr sont les 
omposantes irrédu
tibles de V , alors :

dim(V ) = max
1≤i≤r

dim(Vi)Démonstration :
(i) Trivial.
(ii) D'après le (i), dimV ≥ maxdimVi. Considérons à présent une 
haîne W0   Ws de fermésirrédu
tibles 
ontenus dans V . Comme Ws est irrédu
tible 
ontenu dans V = ∪Vi, il existeun indi
e i0 tel que Ws ⊂ Vi0 et don
 W0   Ws est une 
haîne de fermés irrédu
tibles
ontenus dans Vi0 , d'où s ≤ dimVi0 ≤ maxdimVi. La borne supérieure étant le plus petitmajorant de l'ensemble 
onsidéré, on a don
 dim(V ) ≤ maxdimVi.Proposition 1.11.7 (Produit de deux ensembles algébriques)Soit V = V(I) un ensemble algébrique de Ank , ave
 I radi
al dans k[X1, . . . , Xn].Soit W = V(J) un ensemble algébrique de Amk , ave
 J radi
al dans k[Y1, . . . , Ym].Alors :

V ×W = V(Ie + Je) = V(〈I, J〉k[X1...Xn,Y1...Ym]) ⊂ An+mkOù la notation ”e” est i
i relative aux 4 morphismes d'in
lusion k[X1 . . .Xn] →֒ k[X1 . . .Xn, Y1 . . . Ym]et k[Y1 . . . Ym] →֒ k[X1 . . . Xn, Y1 . . . Ym].Démonstration :
(x, y) ∈ V ×W ⇔ x ∈ V(I), y ∈ V(J)

⇔ ∀(f, g) ∈ I × J, f(x) = g(y) = 0

⇔ ∀(f, g) ∈ Ie × Je, f(x, y) = g(x, y) = 0 si on 
ontinue à noter f et g leurs images par l'in
lusion
⇔ (x, y) ∈ V(Ie + Je)Exemples :1. A1

k × A1
k = A2

k.2. A1
k × {0} = {(x, 0) |x ∈ A1

k}.
✖ Il existe des fermés de A2

k qui ne sont pas produit de fermés de A1
k.Dé�nition 1.11.5 (Proje
tion)Soient 0 ≤ s ≤ n.Alors on dé�nit l'appli
ation suivante, appelée proje
tion de Ank sur Ask :

πs : A
n
k → Ask

(a1 . . . an) 7→ (a1 . . . as)4. Il y a don
 deux sens à 
ette notation dans l'expression. Pour 
eux qui trouvent ça déroutant, demandez vous
e qui signi�e la phrase "la vieille garde le lit".



22 CHAPITRE 1. ALGÈBRE ET GÉOMÉTRIEExemple : On 
onsidère V = V(XY −1) ⊂ k[X,Y ]. On remarque alors que V = {(x, 1
x
) |x ∈ k∗}et don
 π1(v) = (Aa1k)

∗ ∼= k∗ et π1(V ) = A1
k = V(0). De plus, 〈XY − 1〉 ∩ k[X ] = (0).Lemme 1.11.1Soit S ⊂ Ank .On dé�nit I(S) de la même façon que si S était un ensemble algébrique.Alors(i) I(S) = I(S) et S est l'unique Zariski�fermé véri�ant 
ette 
ondition ;(ii) S = V(I(S)).Démonstration :

(i) � S ⊂ S don
 I(S) ⊂ I(S).� Soit f ∈ I(S). Alors S ⊂ V(f) qui est fermé don
 S ⊂ V(f) don
 f ∈ V(S).� Donnons nous à présent un fermé V tel que I(V ) = I(S). Alors I(S) = I(V ) et don

V(I(V )) = V(I(S)), i.e S = V .

(ii) Dé
oule du (i).Proposition 1.11.8Soit V = V(I) un ensemble algébrique de Ank .Alors :
∀s ≤ n, πs(V ) = V(Is), où Is := I ∩ k[X1 . . .Xs]Démonstration : D'après le lemme 1.11.1, il nous su�t de démontrer que I(πs(V )) = I(V(Is)).Or, par théorème 1.10.4, I(V(Is)) = √Is. De plus,

f ∈ I(πS(V ))⇔ f ∈ k[X1 . . . Xs] et f|πs(V )
= 0

⇔ f ∈ k[X1 . . . Xs] et f|V = 0 via in
lusion
⇔ f ∈ k[X1 . . . Xs] et ∃r ≥ 1, f r ∈ I
⇔ f ∈

√

IsCorollaire 1.11.8.1Soit V un ensemble algébrique de Ank .Alors si V est irrédu
tible, πs(V ) l'est également pour tout s ≤ n.



Chapitre 2Base de Gröbner et division
�

�

�

�
Dans 
e 
hapitre, k désigne un 
orps.2.1 Algorithme de division

✍ Dans la suite, on notera un polyn�me f ∈ k[X1 . . . Xn] sous la forme :
f =

∑

α∈Nn

aαX
αOù les aα ∈ k sont presque tous nuls et où la notation Xα désigne, si α = (α1, . . . , αn) le mon�me

Xα1
1 . . . Xαn

n . On dira également qu'un tel mon�me Xα apparait dans f si aα 6= 0. En�n, si
α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn, on pose :

|α| :=
n∑

i=1

αiDé�nition 2.1.1 (Ordre monomial)Une relation d'ordre ≥ sur Nn est dite monomiale si elle véri�e les 
onditions suivantes :(i) ∀α, β ∈ Nn, si α ≥ β alors ∀γ ∈ Nn, α+ γ ≥ β + γ ;(ii) ≥ est un bon ordre, i.e toute partie non vide possède un plus petit élément.
☞ La 
ondition (ii) est équivalente au fait que toute suite dé
roissante soit stationnaire. De plus,toute partie �nie admet alors un plus grand élément.Exemples :1. Le seul ordre monomial sur N est l'ordre usuel.2. Si n ≥ 2, on peut dé�nir plusieurs ordres monomiaux sur Nn.� L'ordre lexi
ographique : α ≥ β si le premier 
oe�
ient non nul de α− β est positif.� L'ordre lexi
ographi
o�bizarre : α ≥ β si le dernier 
oe�
ient non nul de α− β est positif.� L'ordre lexi
ographique gradué : α ≥ β si |α| > |β| ou bien |α| = |β| et le premier 
oe�
ientnon nul de α− β est positif.
�

�

�

�
Dans toute la suite, on �xe un ordre monomial ≥ sur Nn.Dé�nition 2.1.2Soit f =

∑

α∈Nn aαX
α ∈ k[X1 . . . Xn].(i) On appelle multi�degré de f le multi�entier :

multdeg(f) := max
≥
{α ∈ Nn | aα 6= 0}(ii) On appelle 
oe�
ient dominant de f la quantité :

LC(f) := amultdeg(f)23



24 CHAPITRE 2. BASE DE GRÖBNER ET DIVISION(iii) On appelle mon�me dominant de f la quantité :
LM(f) := Xmultdeg(f)(iv) On appelle terme dominant de f la quantité :

LT (f) := amultdeg(f)X
multdeg(f) = LC(f)LM(f)Exemple : Posons f := 4XY 2Z + 4Z2 − 5X3 + 7X2Z2 ∈ Q[X,Y, Z].1. Pour l'ordre lexi
ographique, on a :� LT (f) = −5X3 ;� multdeg(f) = (3, 0, 0).2. Pour l'ordre lexi
ographique gradué, on a :� LT (f) = 7X2Z2 ;� multdeg(f) = (2, 0, 2).Algorithme 2.1.1 (Division de polyn�mes à plusieurs variables)Soient f, f1, . . . , fs ∈ k[X1 . . . Xn].L'algorithme suivant renvoie a1, . . . , as, r ∈ k[X1 . . .Xn] tels que :

f =

s∑

i=1

aifi + rAve
 r = 0 ou bien r est une 
ombinaison linéaire de mon�mes qui ne sont divisibles par au
undes LT (fi). De plus, ∀1 ≤ i ≤ s, multdeg(aifi) ≤ multdeg(f).Algorithme :� Initialisation. ∀1 ≤ i ≤ s, ai ← 0 ; r ← 0 ; g ← f .� Tant que g 6= 0, on exé
ute le test 
onditionnel 
i�après.� Si 
ela est possible, on trouve le premier indi
e 1 ≤ i0 ≤ s tel que LT (fi)|LT (g). Alors :
ai0 ← ai0 +

LT (g)

LT (fi0)
; g ← g − LT (g)

LT (fi0)
fi0� Sinon :

g ← g − LT (g) ; r ← r + LT (g)

✖ ATTENTION ! L'ordre des fi a�e
te le résultat.Exemple : Soit f := X2Y +XY 2+Y 2 ∈ Q[X, y] (ordre lexi
ographique). On pose f1 := XY −1et f2 = Y 2 − 1.� E�e
tuons la division de f par (f1, f2).
X2Y +XY 2 + Y 2 XY − 1 Y 2 − 1 r
XY 2 +X + Y 2 X + Y 1 X + Y + 1
X + Y 2 + Y
Y 2 − 1
Y + 1Ainsi : f = (X + Y )f1 + f2 + (X + Y + 1).� E�e
tuons à présent la division de f par (f2, f1).

X2Y +XY 2 + Y 2 Y 2 − 1 XY − 1 r
XY 2 +X + Y 2 X + 1 X 2X + 1

2X + 1
Y 2

1Ainsi : f = (X + 1)f2 +Xf1 + (2X + 1).



2.2. BASES DE GRÖBNER 252.2 Bases de GröbnerDé�nition 2.2.1 (Idéal monomial)Un idéal de k[X1 . . . Xn] est dit monomial si il est engendré par des mon�mes.Lemme 2.2.1Soit I = 〈Xα |α ∈ A ⊂ Nn〉 un idéal monomial.Alors :(i) ∀β ∈ Nn, Xβ ∈ I ⇔ ∃α ∈ A, Xα|Xβ ;(ii) ∀f ∈ k[X1 . . . Xn], f ∈ I si et seulement si tous les mon�mes apparaissant dans f sont deséléments de I.Lemme 2.2.2 (Di
kson)Soit I = 〈Xα |α ∈ A ⊂ Nn〉 un idéal monomial.Alors, il existe α1 . . . αs ∈ A tel que I = 〈Xα1 . . .Xαs〉.Démonstration : D'après le théorème de la base de Hilbert (1.6.3), I est de type �ni, soit
I = 〈f1 . . . ft〉. De fait, 
haque mon�me apparaissant dans l'un des fi est de la forme XνXα, ave

ν ∈ Nn et α ∈ A. Posons à présent :

S := {Xα ∈ I | ∃ν ∈ Nn tel que XνXα apparaisse dans l'un des fi}Par 
onstru
tion, S est un ensemble �ni qui engendre I, d'où le résultat.Dé�nition 2.2.2Soit I un idéal non nul de k[X1 . . .Xn].On dé�nit alors l'ensemble suivant :
LT (I) := {LT (f) | f ∈ I}Proposition 2.2.1Soit I un idéal non nul de k[X1 . . .Xn].Alors 〈LT (I)〉 est un idéal monomial.

☞ Le lemme de Di
kson (2.2.2) implique alors qu'il existe g1 . . . gt ∈ I tels que :
〈LT (I)〉 = 〈LM(g1) . . . LM(gt)〉 = 〈LT (g1) . . . LT (gt)〉Dé�nition 2.2.3 (Base de Gröbner)Soit I un idéal non nul de k[X1 . . .Xn].Une famille (g1, . . . , gt) de polyn�mes de I est appelée base de Gröbner de I si :

LT (I) := 〈LT (g1) . . . LT (gt)〉

☞ Tout idéal non nul de k[X1 . . . Xn] admet une base de Gröbner. Il n'y a 
ependant pas engénéral uni
ité.Proposition 2.2.2Soit I un idéal non nul de k[X1 . . .Xn].Soit (g1, . . . , gt) une base de Gröbner de I.Alors :
I = 〈g1, . . . , gt〉Démonstration : Dé
oule de l'algorithme 2.1.1.Proposition 2.2.3Soit I un idéal non nul de k[X1 . . .Xn].Soit (g1, . . . , gt) une base de Gröbner de I.Soit f ∈ k[X1 . . . Xn].Alors il existe un unique r ∈ k[X1 . . . Xn] tel que :(i) f − r ∈ I ;(ii) au
un mon�me de r n'est divisible par l'un des LT (gi).



26 CHAPITRE 2. BASE DE GRÖBNER ET DIVISIONCorollaire 2.2.3.1Soit I un idéal non nul de k[X1 . . . Xn].Soit (g1, . . . , gt) une base de Gröbner de I.Soit f ∈ k[X1 . . . Xn].Alors :(i) le reste r de la division (algorithme 2.1.1) de f par (g1, . . . , gt) est uniquement déterminépar f (il ne dépend don
 pas de l'ordre des gi) ;(ii) f ∈ I ⇔ r = 0.Exemple : On 
onsidère l'idéal I ⊂ k[X,Y ] engendré par g1 := 2XY +Y et g2 := Y 2− 1. Alors
(g1, g2) n'est pas une base de Gröbner de I 
ar LT (Y2 g1 −Xg2) /∈ 〈LT (g1), LT (g2)〉.Proposition 2.2.4Soit I := 〈g1 . . . gt〉 ⊂ k[X1 . . .Xn].Alors :

(g1 . . . gt) n'est pas une base de Gröbner de I
⇔il existe f ∈ I tel qu'au
un LT (gi) ne divise LT (f).Dé�nition 2.2.4 (Plus petit 
ommun multiple (pp
m))Soient α, β ∈ Nn.On appelle pp
m de Xα et Xβ le mon�me Xν, où ν = (ν1 . . . νn) ∈ Nn ave
 ∀1 ≤ i ≤ n, νi = max(αi, βi).Dé�nition 2.2.5 (S�polyn�me)Soient f, g ∈ k[X1 . . . Xn] \ {0}.On appelle S�polyn�me de f et g le polyn�me suivant :

S(f, g) :=
ppcm(LM(f), LM(g)

LT (f)
f − ppcm(LM(f), LM(g)

LT (g)
gRemarques : Soient f, g ∈ k[X1 . . . Xn] \ {0}. Alors :� S(f, g) = −S(g, f) ;� S(f, f) = 0.Proposition 2.2.5Soient c1 . . . ct ∈ k∗ et α1 . . . αt ∈ Nn.Soient g1 . . . gt ∈ k[X1 . . . Xn].On 
onsidère le polyn�me :

f :=

t∑

i=1

ciX
αigiOn suppose qu'il existe δ ∈ Nn tel que :� ∀1 ≤ i ≤ t, multdeg(gi) + αi = δ ;� multdeg(f) < δ.Alors il existe une famille (ci,j)1≤i,j≤t d'éléments de k tels que :

f =
∑

i<j

ci,jX
δ−νi,jS(gi, gj)Ave
 les Xνi,j = ppcm(Xmultdeg(gi), Xmultdeg(gj). Notons qu'on a νi,j ≤ δ par 
onstru
tion.Proposition 2.2.6 (Critère de Bu
hberger)Soit I un idéal non nul de k[X1 . . . Xn].Soit (g1 . . . gt) un système de générateurs de I.Alors :

(g1 . . . gt) est une base de Gröbner de I
⇔Pour tous i ≤ j, le reste de la division de S(gi, gj) par {g1 . . . gt} pris dans un 
ertain ordre estnul.



2.3. ALGORITHME DE BUCHBERGER 27Remarque : L'éventuelle nullité du reste de la division pré
itée est en fait indépendante de lafaçon dont on ordonne les gi.2.3 Algorithme de Bu
hbergerAlgorithme 2.3.2 (Bu
hberger)Soit I un idéal non nul de k[X1 . . .Xn].Soit (g1 . . . gt) un système de générateurs de I.L'algorithme suivant renvoie une base de Gröbner G de l'idéal I.� Initialisation. G← {g1 . . . gt}.� Pour tous i 6= j, 
al
uler le reste r de la division de S(gi, gj) par G. Si r 6= 0 alors
G← G ∪ {r}.� On itère l'étape pré
édente jusqu'à ne plus trouver que des restes nuls.Exemple : On 
onsidère l'idéal I engendré par g1 := 2XY + Y et g2 := Y 2 − 1.� S(g1, g2) = X +

1

2
Y 2 =

1

2
g2 +X +

1

2
. Ainsi G← {g1, g2, g3 := X +

1

2
}.� Par dé�nition, le reste de la division de S(g1, g2) par G est à présent nul. S(g1, g3) = 0, iln'y a don
 rien à faire de 
e 
�té�
i. S(g2, g3) = X +

1

2
Y 2 =

1

2
g2 + g3. Ainsi, l'algorithmetermine en deux itérations et renvoie {g1, g2, g3}.Remarquons que g1 = 2Y g3, don
 g1 n'est pas "né
essaire" à notre base de Gröbner (nous yreviendrons).2.4 Bases de Gröbner réduitesSoit I un idéal non nul de k[X1 . . . Xn], de base de Gröbner G. Supposons qu'il existe g ∈ Gtel que LT (g) ∈ 〈LT (G \ {g})〉. Alors G \ {g} est également une base de Gröbner de I.Dé�nition 2.4.1 (Base de Gröbner minimale)Une base de Gröbner G est dite minimale si :(i) ∀g ∈ G, LC(g) = 1 ;(ii) ∀g ∈ G, LT (g) /∈ 〈LT (G \ {g})〉.Remarque : Tout idéal non nul de k[X1 . . . Xn] admet une base de Gröbner minimale. Il n'y apas en général uni
ité.Proposition 2.4.1Soit I un idéal non nul de k[X1 . . .Xn].Soient G et H deux bases de Gröbner minimales de I.Alors LT (G) = LT (H) et don
 cardG = cardH.Démonstration : Soit g ∈ G. H est une base de Gröbner de I don
 il existe h ∈ H tel que

LT (h)|LT (g). De plus, G est une base de Gröbner de I don
 il existe f ∈ G tel que LT (f)|LT (h).Ainsi, par transitivité, LT (f)|LT (g). Or, G est minimale don
 f = g et 
omme LC(g) = LC(h) = 1alors LT (g) = LT (h) et LT (G) ⊂ LT (H). Les r�les de G et H étant symétriques, on obtient lerésultat voulu.Dé�nition 2.4.2 (Base de Gröbner réduite)Une base de Gröbner G est dite réduite si :(i) ∀g ∈ G, LC(g) = 1 ;(ii) ∀g ∈ G, au
un des mon�mes de g n'appartient à 〈LT (G \ {g})〉.Remarque : Une base de Gröbner réduite est minimale.



28 CHAPITRE 2. BASE DE GRÖBNER ET DIVISIONExemple : On 
onsidère l'idéal I engendré par g1 := 2XY + Y et g2 := Y 2 − 1. On pose
g3 := X +

1

2
. Alors (g2, g3) est une base de Gröbner réduite de I mais pas (g2, g2 + g3) (qui est"pourtant" minimale).Proposition 2.4.2Soit I un idéal non nul de k[X1 . . . Xn].Alors I admet une unique base de Gröbner réduite.



Chapitre 3Algèbre 
ommutative
�

�

�

�
On 
onsidère dans 
e 
hapitre un anneau A et un 
orps k.3.1 Anneau des fra
tionsDé�nition 3.1.1 (Partie mutlipli
ative)Soit S ⊂ A.On dit que S est multipli
ative si :(i) 1 ∈ S ;(ii) ∀x, y ∈ S, xy ∈ S.Lemme 3.1.1Soit S une partie multipli
ative de A.On dé�nit alors une relation d'équivalen
e ∼ sur A× S 
omme suit :

∀(a, s), (b, t) ∈ A× S (a, s) ∼ (b, t)⇔ ∃r ∈ S, r(at − bs) = 0

✖ La relation ∼ suivante n'est pas en général une relation d'équivalen
e :
∀(a, s), (b, t) ∈ A× S (a, s) ∼ (b, t)⇔ at = bsEn e�et, si A n'est pas intègre, on peut trouver a et s 6= t tels que sa = ta et don
 (1, s) ∼ (a, sa) ∼ (1, t)mais (1, s) ≁ (1, t).Dé�nition 3.1.2 (Lo
alisé par rapport à une partie multipli
ative)Soit S une partie multipli
ative de A.On appelle lo
alisé de A par rapport à S le quotient A[S−1 := A× S/ ∼.

✍ � On note parfois 
et anneau S−1A.� La 
lasse de (a, s) ∈ A× S modulo ∼ est notée a
s
.Proposition 3.1.1Soit S une partie multipli
ative de A.Alors le lo
alisé A[S−1] est un anneau pour les opérations suivantes :(i) + : (

a

s
,
b

t
) 7→ at+ bs

st
, de neutre 0

1
;(ii) ×(a

s
,
b

t
) 7→ ab

st
,de neutre 1

1
.Proposition 3.1.2Soit S une partie multipli
ative de A.Alors : 29



30 CHAPITRE 3. ALGÈBRE COMMUTATIVE(i) on dispose d'un morphisme d'anneaux :
ℓS : A→ A[S−1]

a 7→ a

1(ii) ℓS est inje
tive ⇔ S ne 
ontient au
un diviseur de 0 ;(iii) A[S−1] ∼= {0} ⇔ 0 ∈ S ;(iv) ℓS(S) ∼= S et ℓS(S) ⊂ A[S−1]× ;(v) A[S−1] ∼= A⇔ S ⊂ A× ;Démonstration :
(i) Clair.
(ii) Soit a ∈ A. Alors :

a ∈ Ker(ℓS)⇔ ∃s ∈ S , as = 0D'où le résultat.
(iii) ⇒ est triviale. Ré
iproquement, si 0 ∈ S alors ∼ est triviale, d'où le résultat.
(iv) La restri
tion de ℓS à S est 
lairement inje
tive par multipli
ativité de S et les points (ii) et

(iii). L'in
lusion de ℓS(S) dans A[S−1]× dé
oule du fait que ∀s ∈ S, s
1
× 1

s
=

1

1
.

(v) � Si S ⊂ A×, ℓS est inje
tive par (i). De plus, ∀a
s
∈ A[S−1], a

s
= ℓS(as

−1), don
 ℓS est unisomorphisme.� Ré
iproquement, si A[S−1] ∼= A alors d'après (iii) tout élément de ℓS(S) ∼= S est inversibledans A[S−1] ∼= A, d'où le résultatExemples :1. Si A est intègre, alors S := A∗ est multipli
ative et A[S−1] s'identi�e au 
orps des fra
tionsde A.2. Soit P ∈ Spec(A). Alors S := A \ P est multipli
ative 
ar si a, b /∈ P alors par primalité
ab /∈ P. On note alors AP le lo
alisé de A par rapport à S. Cet anneau est appelé lo
alisé de
A en P.Dé�nition 3.1.3 (Anneau lo
al)Un anneau est dit lo
al s'il admet un unique idéal maximal.Exemple "idiot" : un 
orps est lo
al, d'idéal (0).Proposition 3.1.3

A est lo
al ⇔ A \ A× est un idéal de A.Si 
'est le 
as, A \ A× est alors l'unique idéal maximal de A.Démonstration :
(⇒) Soit x /∈ A×. Alors 〈x〉 est un idéal propre de A don
 est 
ontenu dans un idéal maximal(théorème de Krull � 1.3.2 �). Par lo
alité de A, il n'existe qu'un seul tel idéal, qui ne peut
ontenir d'inversible (un idéal maximal est propre). Ergo, 
et idéal 
ontient et est 
ontenudans A \ A×.
⇐ A \ A× est un idéal propre de A 
ar 1 est inversible. De plus, si I est un idéal 
ontenantstri
tement A \ A×, alors I ∩ A× 6= ∅ et don
 I = A. Don
 A \ A× est maximal. L'uni
itéprovient du fait que tout idéal propre est in
lus dans A\A× (un idéal propre ne peut 
ontenird'inversible).Corollaire 3.1.3.1Soit P ∈ Spec(A).Alors AP est lo
al, d'idéal maximal M :=

{ a

s

∣
∣
∣ a ∈ P, s /∈ P

}.



3.2. IDÉAUX DU LOCALISÉ 31Démonstration :M est 
lairement un idéal 
arA\P est multipli
ative. De plus, a
s
/∈M⇔ a

s
/∈ A×

P,d'où le résultat.Proposition 3.1.4 (Propriété universelle du lo
alisé)Soit S une partie multipli
ative de A.Alors pour tout anneau B et pour tout morphisme d'anneau φ : A→ B tel que ϕ(S) ⊂ B×, il existeun unique morphisme d'anneaux ψ : A[S−1]→ B tel que φ = ψ ◦ ℓS.Démonstration : On véri�e que ψ :
a

s
7→ φ(a)φ(s)−1 est bien dé�nie et 
onvient. L'uni
itéprovient du fait que si f ◦ ℓS = φ alors né
essairement ∀a

s
∈ A[S−1], f

( a

S

)

= φ(a)φ(s)−1.
✌ Un petit diagramme 
ommutatif ?

A

A[S−1]

φ

∃!ψ
	

B

ℓS

Proposition 3.1.5Soient S ⊂ T deux parties multipli
atives de A. Alors :(i) on dispose d'un morphisme d'anneaux inje
tif :
A[S−1] →֒ A[T−1]

a

s
7→ a

s(ii) ℓS(T ) est une partie multipli
ative de A[S−1] ;(iii) A[S−1][ℓS(T )
−1 ∼= A[T−1].3.2 Idéaux du lo
aliséLemme 3.2.1Soit S une partie multipli
ative de A.Soit I un idéal de A.Alors :

(Ie)c =
⋃

s∈S

(I : s)Où les notations e et c sont entendues par rapport à ℓS.Proposition 3.2.1 (Idéaux du lo
alisé)Soit S une partie multipli
ative de A.Alors (les notations e et c sont entendues par rapport à ℓS) :(i) tout idéal de A[S−1 est de la forme Ie, ave
 I idéal de A ;(ii) les ensembles {P ∈ Spect = (A) |P∩S = ∅} et SpecA[S−1] sont équipotents, via P 7→ Pe et
Q 7→ Qc.Démonstration : Démontrons le (i). Soit J un idéal de A[S−1]. On pose I = Jc. Alors pardé�nition Ie ⊂ J et si a

s
∈ J alors a

1
=
a

s
× s

1
∈ J et 
omme a

1
= ℓS(a) on a a ∈ Jc = I. D'où lerésultat.



32 CHAPITRE 3. ALGÈBRE COMMUTATIVE3.3 Lo
alisation d'un moduleLemme 3.3.1Soit M un A�module.Soit S une partie multipli
ative de A.On dé�nit alors une relation d'équivalen
e ∼ sur M × S 
omme suit :
∀(a, s), (b, t) ∈M × S (a, s) ∼ (b, t)⇔ ∃r ∈ S, r(at− bs) = 0Dé�nition 3.3.1 (Lo
alisé d'un module)Soit M un A�module.Soit S une partie multipli
ative de A.On appelle lo
alisé de M par rapport à S le quotient M [S−1 := A× S/ ∼.

✍ La 
lasse de (a, s) ∈M × S modulo ∼ est notée a
s
.Proposition 3.3.1Soit M un A�module.Soit S une partie multipli
ative de A.Alors le lo
alisé M [S−1] est un A[S−1]�module pour les opérations suivantes :(i) + : (

a

s
,
b

t
) 7→ at+ bs

st
, de neutre 0

1
;(ii) ×((a

s
,
b

t
) ∈ A[S−1]×M [S−1]) 7→ ab

st
,de neutre 1

1
.

☞ M [S−1] hérite de fait d'une stru
ture de A�module.Proposition 3.3.2Soit M un A�module.Soit S une partie multipli
ative de A.Alors on dispose d'un morphisme de A�modules :
ℓS :M →M [S−1]

a 7→ a

1Proposition 3.3.3 (Propriété universelle du lo
alisé d'un module)Soit M un A�module.Soit S une partie multipli
ative de A.Alors pour tout A�module N et pour tout morphisme de A�modules φ :M → N , il existe un uniquemorphisme de A[S−1]�modules ψ :M [S−1]→ N [S−1] tel que φ = ψ ◦ ℓS.Proposition 3.3.4 (Exa
titude de la lo
alisation)Soient M et N deux A�modules.Soit φ :M → N une appli
ation A�linéaire.Alors l'appli
ation suivante est A[S−1]�linéaire :
φ[S−1] :M [S−1]→ N [S−1]

m

s
7→ φ(m)

sSi de plus ψ est une appli
ation A�linéaire partant de N alors :
(ψ ◦ φ)[S−1] = ψ[S−1] ◦ φ[S−1]Dé�nition 3.3.2 (Suite exa
te 
ourte de A�modules)On appelle suite exa
te 
ourte de A�modules un diagramme de la forme :
0→M ′ φ−→M

ψ−→M ′′ → 0Où :� φ est inje
tive ;
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tive ;� ℑψ = Kerφ.Remarquons que 
es trois 
onditions sont équivalentes (dans leur ensemble) à la suivante :M ′ →֒Met M ′′ ∼=M/M ′.Proposition 3.3.5Pour toute suite exa
te 
ourte de A�modules 0 → M ′ φ−→ M
ψ−→ M ′′ → 0, la suite de A[S−1]�modules suivante est exa
te :

0→M ′[S−1]
φ[S−1]−−−−→M [S−1]

ψ[S−1]−−−−→M ′′[S−1]→ 0

✌ Pour 
eux qui parlent le langage des 
atégories, 
ette proposition signi�e que le fon
teur delo
alisation F : A−Mod→ A[S−1]−Mod est exa
t.
✍ Si I est un idéal de A, il est naturellement muni d'une stru
ture de A�module et don
 on peutdé�nir I[S−1]. Si la notation ”e” est relative à l'appli
ation 
anonique ℓS, on a même :

Ie = I[S−1]3.4 Idéaux primaires, irrédu
tiblesDé�nition 3.4.1 (Idéal primaire)Un idéal propre Q de A est dit primaire si ∀a, b ∈ A tels que ab ∈ Q tel que a /∈ Q soit b ∈ √Q.Proposition 3.4.1Soit Q un idéal propre de A.Alors :(i)
Q est primaire ⇔ A/Q 6= {0} et tout diviseur de 0 dans A/Q est nilpotent

⇔ (0) est primaire dans A/Q(ii) si Q est primaire, alors √Q est premier. On dit alors que Q est √Q�primaire.Démonstration :
(i) La se
onde équivalen
e est triviale. Soient a, b ∈ A. Alors :

ab ∈ Q⇔ ab = 0 dans A/Q
a /∈ Q⇔ a 6= 0 dans A/Q

b ∈
√
Q⇔ b ∈ Nil(A/Q)D'où le résultat.

(ii) Soient a, b ∈ A tels que ab ∈ √Q. Alors, si a /∈
√
Q ⊃ Q, b ∈ √Q par primalité. D'où lerésultat.

✖ La ré
iproqie du point (ii) est fausse ! Considérer l'idéal Q := (X) ∩ (X2, Y 2) ⊂ k[X,Y ] dera
ine √Q =
√

(X) ∩
√

(X2, Y 2) = (X). En e�et, X.Y 2 ∈ Q, X /∈ Q et Y 2 /∈
√
Q.Proposition 3.4.2Un idéal premier est primaire.Proposition 3.4.3Soit Q un idéal de A tel que √Q soit un idéal maximal.Alors Q est primaire.Démonstration : Un diviseur de 0 dans A/Q est toujours 
ontenu dans un idéal maximal (Krull).Or il n'existe qu'un seul tel idéal 
ar Max(A/Q) est équipotent à l'ensemble des idéaux maximauxde A 
ontenu Q (si M est un tel idéal, alors 
omme Q ⊂M, √M ⊂ Q et don
 M =

√
Q). Ainsi,tout diviseur de 0 dans A/Q est 
ontenu dans l'idéal √QQ ⊂ Nil(A/Q).



34 CHAPITRE 3. ALGÈBRE COMMUTATIVEExemple : (X2, Y 2) est primaire dans k[X,Y ] 
ar sa ra
ine (X,Y ) y est maximale.Proposition 3.4.4Toute puissan
e �nie d'un idéal primaire est primaire.Lemme 3.4.1Soit P ∈ Spec(A).Alors toute interse
tion d'idéaux P�primaire est un idéal P�primaire.Dé�nition 3.4.2 (Idéal irrédu
tible)Un idéal propre I des A est dit irrédu
tible si pour tous idéaux I1, I2 de A tels que I = I1 ∩ I2 ona I = I1 ou I = I2.
✍ I est irrédu
tible (resp. primaire) dans A si et seulement si (0) est irrédu
tible (resp. primaire)dans A/I. Ainsi, on peut toujours se ramener au 
as I = (0).Proposition 3.4.5On suppose A noethérien.Alors tout idéal irrédu
tible de A est primaire.
�

�

�

�
Dans toute la suite du 
hapitre, on suppose l'anneau A noethérien.3.5 Dé
omposition primaireDé�nition 3.5.1 (Dé
omposition primaire)Soit I un idéal propre de A.On appelle dé
omposition primaire de I toute égalité de la forme suivante :

I =
n⋂

i=1

QiOù les Qi sont des idéaux primaires de A.Proposition 3.5.1Tout idéal propre de A admet une dé
omposition primaire.Dé�nition 3.5.2 (Dé
omposition primaire minimale)Soit I un idéal propre de A.On se donne une dé
omposition primaire de I :
I =

n⋂

i=1

QiAlors 
ette dé
omposition est dite minimale si :(i) ∀1 ≤ i ≤ n, I 6⊂ ∩j 6=iQj (i.e ∩j 6=iQj 6⊂ Qi) ;(ii) pour tous indi
es i 6= j, √Qi 6=
√
Qj.Proposition 3.5.2Tout idéal propre de A admet une dé
omposition primaire minimale.

✖ Il n'y a pas en général uni
ité !3.6 Uni
itéSoit I un idéal propre de A.On se donne une dé
omposition primaire minimale de I :
I =

n⋂

i=1

QiPour tout indi
e i, on pose Pi :=
√
Qi. Alors :� les Pi sont appelés idéaux premiers asso
iés à I ;� si Pi est minimal parmi les idéaux premiers de A 
ontenant I, il est dit isolé ;� dans le 
as 
ontraire, Pi est dit immergé.



3.7. DÉCOMPOSITION POLAIRE DANS LES ANNEAUX LOCALISÉS 35Exemple : Dans k[X,Y ], la dé
omposition I = (X) ∩ (X2, Y 2) est minimale.� Les idéaux premiers asso
iés à I sont (X) et (X,Y ).� (X) est isolé.� (X,Y ) 
ontient stri
tement (X) don
 est immergé.Proposition 3.6.1Soit P ∈ Spec(A).Sont alors équivalentes :(i) il existe un indi
e i tel que P = Pi ;(ii) il existe a ∈ A tel que P = (I : a).Corollaire 3.6.1.1Les Pi sont indépendants de la dé
omposition, i.e si il existe deux dé
ompositions primaires mini-males de I I = ∩ni=1Qi = ∩mi=1Q
′
i alors :(i) m = n ;(ii) ∃σ ∈ Sn, ∀1 ≤ i ≤ n, √Qi =
√

Q′
σ(i).Remarque : Soit P ∈ Spec(A) et soit Q un idéal P�primaire. Alors :

∀a ∈ A, (Q : a) =







A si a ∈ Q

I idéal P�primaire si a ∈ P \Q
Q si a /∈ PProposition 3.6.2Soit 1 ≤ i ≤ n. Si Pi est un idéal premier isolé alors :(i) il existe s /∈ Pi tel que Qi = (I : s) ;(ii) Qi est le plus petit idéal Pi�primaire 
ontenant I.Corollaire 3.6.2.1Soient I = ∩ni=1Qi = ∩ni=1Q

′
i deux dé
ompositions primaires de I telles que :

∀1 ≤ i ≤ nPi :=
√

Qi =
√

Q′
iAlors pour tout i tel que Pi soit isolé on a :

Qi = Q′
iExemple : On 
onsidère l'idéal I = (X2, XY 2) ⊂ k[X,Y ]. Une dé
omposition primaire mini-male de I est :

I = (X) ∩ (X2, Y 2)Pour n ≥ 2, on pose Q(n) = (X2, XY 2, Y n). Ces idéaux sont (X,Y )�primaires et :
∀n ≥ 2, I = (X) ∩Q(n) est une dé
omposition polaire minimale de I

I admet don
 une in�nité de dé
ompositions polaires minimales distin
tes.3.7 Dé
omposition polaire dans les anneaux lo
alisés
�

�

�

�
On se donne désormais une partie multipli
ative S de A.Proposition 3.7.1L'anneau A[S−1] est noethérien.Lemme 3.7.1Soit Q un idéal P�primaire de A.Alors :(i) Q ∩ S = ∅ ⇔ P ∩ S = ∅ ;



36 CHAPITRE 3. ALGÈBRE COMMUTATIVE(ii) Si Q ∩ S = ∅, alors Qe est un idéal Pe�primaire de A[S−1] (la notation "e" est i
i relativeà l'appli
ation ℓS) ;(iii) Si Q ∩ S 6= ∅, alors Qe = A[S−1].Lemme 3.7.2Soient A et B deux anneaux.Soit φ : A→ B un morphismes d'anneaux.Soit Q un idéal primaire de B.Alors Qc est un idéal primaire de A.Démonstration : φ induit une inje
tion de A/Qc dans B/Q don
 il est aisé de démontrer queles diviseurs de 0 de A/Qc sont nilpotents.Proposition 3.7.2Les appli
ations Q 7→ Qe et Q 7→ Qc (les notation "e" et "c" sont i
i relatives à l'appli
ation ℓS)sont des bije
tions ré
iproques entre l'ensemble des idéaux de primaires de A disjoints de S et 
eluides idéaux primaires de A[S−1].Proposition 3.7.3Soit I un idéal propre de A tel que I ∩ S = ∅.On se donne une dé
omposition primaire minimale de I :
I =

n⋂

i=1

QiAlors la relation suivante est une dé
omposition primaire minimale de Ie dans A[S−1] (la notation"e" est i
i relative à l'appli
ation ℓS) :
Ie =

⋂

Qi∩S=∅

Qe
i3.8 Appli
ationsLemme 3.8.1On suppose A réduit (i.e Nil(A) = (0)).Alors l'ensemble Div(A) des diviseurs de zéro dans A véri�e :

Div(A) =
⋃

P∈Spec(A) minimaux PProposition 3.8.1Soient I, J deux idéaux propres de A.Alors :
(I : J) = I ⇔ J n'est 
ontenu dans au
un idéal premier asso
ié à IProposition 3.8.2On rappelle que A est supposé noethérien.Alors :

Div(A) =
⋃

P∈Spec(A) asso
iés à (0)

PThéorème 3.8.3 (Lemme de Nakayama)Soit A un anneau (non né
essairement noethérien).Soit M un A�module de type �ni.Soit I un idéal de A tel que I ⊂ JacNil(A).Alors :
(M = I.M)⇒ (M = 0)Corollaire 3.8.3.1Soit A un anneau lo
al d'idéal maximal M.Soit M un A�module de type �ni.Alors :
(M = M.M)⇒ (M = 0)



3.9. DIMENSION 37Corollaire 3.8.3.2Soit A un anneau 1 intègre.Soit I un idéal propre de A.Soit A un idéal de A.Alors :
(A = I.A)⇒ (A = 0)Lemme 3.8.2Soit I un idéal propre de A.Alors :
I.




⋂

k≥1

Ik



 =
⋂

k≥1

IkProposition 3.8.4Soit I un idéal propre de A.(i) Si I ⊂ JacNil(A) alors ∩k≥1I
k = (0).(ii) Si A est intègre alors ∩k≥1I

k = (0).3.9 Dimension
�

�

�

�
On suppose désormais le 
orps k algébriquement 
los.Dé�nition 3.9.1 (Suite de rang r)Soit V un ensemble algébrique de Ank .Pour r ≥ 1, on appelle suite de rang r 2 toute suite d'ensembles algébriques irrédu
tibles Vi de Ankvéri�ant :

V0  V1  . . .  Vr ⊂ V

✍ Une telle suite induit de fait une suite d'idéaux dans k[X1 . . .Xn] :
I(V ) ⊂ I(Vr)  . . .  I(V0)Et don
 on a, dans l'algèbre A(V ) := k[X1, . . . , Xn]/I(V ) :

(0) ⊂ I(Vr)/I(V )  . . .  I(V0)/I(V )On rappelle à tout hasard la dé�nition suivante :Dé�nition 3.9.2 (Dimension)Soit V un ensemble algébrique de Ank .On appelle dimension de V l'entier suivant :
dim(V ) := sup{r ∈ N | ∃V0  . . .  Vr ⊂ V, les Vi irrédu
tibles }Dé�nition 3.9.3 (Dimension de Krull)On appelle dimension de Krull de l'anneau A l'entier suivant :
dim(A) := sup{r ∈ N | ∃P0  . . .  Pr ⊂ A, les Pi ∈ Spec(A) }Proposition 3.9.1Soit V un ensemble algébrique de Ank .Alors :

dim(V ) = dimA(V )Dé�nition 3.9.4 (Hauteur d'un idéal premier)Soit P ∈ Spec(A).On appelle hauteur de P l'entier suivant :
ht(P) := sup{r ∈ N | ∃P0  . . .  Pr = P, les Pi ∈ Spec(A) }1. Noethérien à nouveau !2. Les esprits 
hagrins auront remarqués qu'une suite de rang r possède r + 1 termes . . .
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✍ On remarquera que :

dimA = sup{ht(P) |P ∈ SpecA} = sup{ht(M) |M ∈ MaxA}Proposition 3.9.2Soit P ∈ Spec(A).Alors :
ht(P) = 0⇔ P est un idéal premier isolé asso
ié à (0)De fait, si A est intègre on a :

ht(P) = 0⇔ P = (0)Lemme 3.9.1Soient P1,P2 ∈ SpecA tels que P1  P2.Si ht(P2)− ht(P1) = 1 alors il n'existe au
un idéal premier stri
tement 
ompris entre P1 et P2.Exemples :1. Au sens de Krull, dim k[X ] = 1 
ar k[X ] est un anneau prin
ipal intègre don
 toute suited'idéaux premiers y est de la forme (0)  〈f〉, ave
 f irrédu
tible.2. dim k[X1 . . . Xn] ≥ n 
ar on a la suite (0)  〈X1〉  . . .  〉.3. Considérons l'idéal I := 〈X2Y,X3〉 ⊂ k[X,Y ] et l'ensemble algébrique V := V(I). Alors ona :
V = V(X2Y ) ∩ V(X3) = V(X)

V est don
 une droite ve
torielle. De plus :
dim(V ) = dimA(V ) = dim k[X,Y ]/

√
I = dim k[Y ] = 1Et don
 dimV = dimk V .Proposition 3.9.3Soit n ≥ 1.Alors dimAnk = n.Corollaire 3.9.3.1Soit V un ensemble algébrique de Ank .Alors dimV ≤ n.Proposition 3.9.4Soit S une partie multipli
ative de A.Alors :(i) S est (modulo in
lusion) une partie multipli
ative de A[X ] ;(ii) si K est le 
orps des fra
tions de A alors on a dans K(X) l'égalité suivante :

A[S−1][X ] = A[X ][S−1]Corollaire 3.9.4.1Si P ∈ Spec(A), alors :
AP[X ] = A[X ][A \P] dans K(X)En parti
ulier, 
omme A(0) = K, on a :

K[X ] = A[X ][A∗]

☞ De fait, 
omme K[X ] est prin
ipal et que les idéaux premiers de A[X ][A∗] sont en bije
tionave
 les idéaux premiers de A[X ] disjoints de A∗, on a que si P  Q sont deux tels idéaux alors
P = (0).



3.10. CALCULS DE DIMENSION 39Proposition 3.9.5Soit Q ∈ Spec(A).Soit P′  Q[X ] un idéal premier de A[X ].On pose P := A ∩P′  Q.Si il n'existe au
un idéal premier stri
tement 
ompris entre P et Q alors :
P′ = P[X ]Théorème 3.9.6 (Théorème de l'idéal prin
ipal de Krull)Soit A un anneau (noethérien) intègre.Soit I = 〈a〉 un idéal prin
ipal non nul de A.Alors tout idéal premier isolé de I est de hauteur 1.3.10 Cal
uls de dimensionDé�nition 3.10.1 (Ordre monomial gradué)On dit qu'un ordre monomial sur Nn est dit gradué si ∀α, β ∈ Nn on a :

(|α| > |β|)⇒ (α > β)Exemple : L'ordre lexi
ographique gradué est . . . gradué ! ✌
�

�

�

�
On �xe à présent un ordre monomial gradué ≥.Proposition 3.10.1Soit I un idéal propre de k[X1 . . . Xn].Alors :

dimV(I) = dimV(〈LT (I)〉)Exemple : On 
onsidère l'idéal I := 〈X5Z4, X2Y Z2, Y 2Z3〉 ⊂ k[X,Y, Z]. Remarquons alorsque √I = 〈XZ, Y Z〉 et don
 que :
V(I) = V(

√
I) = V(XZ) ∩ V(Y Z) = {Z = 0} ∪ {X = Y = 0}Don
 dimV(I) = 2.Algorithme 3.10.3 (Cal
ul de dimension)Soit I un idéal propre de k[X1 . . . Xn].� Cal
uler une base de Gröbner de I pour l'ordre gradué ≥. On obtient ainsi une base de

〈LT (I)〉.� Cal
uler dimV(〈LT (I)〉).�Proposition 3.10.2Soit I := 〈Xα1 . . . Xαr〉 un idéal de k[X1 . . . Xn].Alors :
dimV(I) = n−min{cardJ | J ⊂ {X1, . . . Xn}, ∀1 ≤ i ≤ r, ∃Xℓ ∈ J, Xℓ|Xαi}


