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Koo :=TFq((671))
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K :=T4(0)
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A:=TF[f]

Florent DEMESLAY Analogies entre corps de nombres et corps de fonctions



Les objets de base

C Co = ﬁ
2 o0
R
- Koo i=TFq((6071))
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Q
. K :=T4(0)
Z Frac

A:=TF[f]
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Les objets de base

C Coo = ﬁ
2 (o]
R
- Koo :=TFq((071))
complété
Q
. K :=T4(0)
Frac
Z
A:=T,[0]
R/7Z compact Ks /A compact
HL* = #{£1} =2 H#AY =H#FF =q—1
N=7Z/{£1} Ay = {unitaires} = A/F
Z-modules = # A-modules = Fitting
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n>0

Analogies entre corps de nombres et corps de fonctions



Fonction exponentielle

i

n q
exp(z) = Z Zn—' oun' e N expe(z) = Z % ouD; e A

n>0 i>0 !

Florent DEMESLAY Analogies entre corps de nombres et corps de fonctions



Fonction exponentielle

i
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exp(z) = Z Zn—' oun' e N expe(z) = Z % ouD; e A

n>0 i>0 !

exp(z1 + z2) = exp(z1) exp(22)
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Fonction exponentielle
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n q

exp(z) = Z Z—' oun'eN expc(z) = Z % ouD; €A
o >0 F

exp(z1 + 22) = exp(z1) exp(22) expc(z1 + 22) = expc(z1) + expc(22)

exp: (C,+) — (C*, x)

morphisme de Z-modules
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Fonction exponentielle

i

n q
exp(z) = Z Zn—' oun' e N expe(z) = Z ZD—I ouD; e A
n>0 i>0
exp(z1 + ) = exp(z1) exp(22) expc(z1+22) = expc(z1) +expe(22)
exp: (C,+) — (C*, x) expe: Coo — Co
morphisme de Z-modules morphisme de [Fg-ev
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exp(z) = Z o ou nleN expc(z) = Z D ouD; e A
n>0 i>0
exp(z1 + 22) = exp(z1) exp(22) expc(z1+22) = expc(z1) + expc(22)
exp: (C,+) — (C*, x) expe: Coo — C(Co)
morphisme de Z-modules morphisme de A-modules
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Fonction exponentielle

i

q

exp(z) = Z Zn—' oun' e N expe(z) = Z % ouD; e A
n>0 >0 !

exp(z1 + 22) = exp(z1) exp(22) expc(z1+22) = expc(21) +expe(22)

exp: (C,+) — (C*, x) expe: Coo — C(Co)
morphisme de Z-modules morphisme de A-modules ou

C: A — Endp(Cy)
0 — 0+
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exp(z) = Z Zn—' oun' e N expe(z) = Z % ouD; e A
n>0 >0 !

exp(z1 + 22) = exp(z1) exp(22) expc(z1+22) = expc(21) +expe(22)

exp: (C,+) — (C*, x) expe: Coo — C(Co)

morphisme de Z-modules morphisme de A-modules ou

C: A — Endp(Cy)
0 — 0+

et 7(x) = x9.
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n>0 i>0
exp(z1 + 22) = exp(z1) exp(22) expc(z1+22) = expc(z1) + expc(22)
exp: (C,+) — (C*, x) expe: Coo — C(Co)
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z N z N
exp(z) = Z o ou nleN expc(z) = Z D ouD; e A
n>0 i>0
exp(z1 + 22) = exp(z1) exp(22) expc(z1+22) = expc(z1) + expc(22)
exp: (C,+) — (C*, x) expe: Coo — C(Co)
morphisme de Z-modules morphisme de A-modules ou

C: A — Endp(Cy)
0 — 0+
et 7(x) = x9.
Ex : Go(x) = Ox + x19
Coa(x) = 02x + (0 + 09)x7 + x9
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Fonction exponentielle

i

n q

z N z N
exp(z) = Z o ou nleN expc(z) = Z D ouD; e A
n>0 i>0
exp(z1 + 22) = exp(z1) exp(22) expc(z1 + 22) = expc(21) + expc(22)
exp: (C,+) — (C*, x) expe: Coo — C(Co)
morphisme de Z-modules morphisme de A-modules ou

C: A — Endr(Cy)
0 — 0+
et 7(x) = x9.
> _ Ex : Go(x) = Ox + x19
=" 9 Coo(x) = 02x + (0 + 09)x9 + x7

C'est le module de Carlitz!

Leonard Carlitz
1907-1999
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Module de Carlitz et noyau

: {Z —alg} — {Z— mod}

Cm F — F*
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Module de Carlitz et noyau

: {Z —alg} — {Z— mod}

Cm F — F*

#F* = #F -1
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Module de Carlitz et noyau

G. - {Z —alg} — {Z— mod} c: {A—alg} — {A—mod}
m F > F* ' F — C(F)
SF* = #F —1

Florent DEMESLAY Analogies entre corps de nombres et corps de fonctions



Module de Carlitz et noyau
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Module de Carlitz et noyau

G. - {Z —alg} — {Z— mod} c: {A—alg} — {A—mod}
m R Fr F = C(F)
#F =#F -1 Fitt C(F) = Fitt F — 1

kerexp = 2inZ
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Module de Carlitz et noyau

G. - {Z —alg} — {Z— mod} c: {A—alg} — {A—mod}
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Module de Carlitz et noyau

G. - {Z —alg} — {Z— mod} c: {A—alg} — {A—mod}
m F — F* ' F — C(F)
#HF=#F -1 Fitt C(F) = Fitt F — 1
kerexp = 2inZ kerexp. = TA
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Module de Carlitz et noyau

G. - {Z —alg} — {Z— mod} c: {A—alg} — {A—mod}
m F — F* ' F — C(F)
#HF=#F -1 Fitt C(F) = Fitt F — 1
kerexp = 2inZ kerexp. = TA
q N\ —1
#= (-0~ [] (1 - 01*‘7)
i>1

LINDEMANN, 1882 : 7 transcendant
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Module de Carlitz et noyau

G. - {Z —alg} — {Z— mod} c: {A—alg} — {A—mod}
m F — F* ' F — C(F)
#HF=#F -1 Fitt C(F) = Fitt F — 1
kerexp = 2inZ kerexp. = TA
q N\ —1
#= (-0~ [] (1 - 01*‘7)
i>1

LINDEMANN, 1882 : 7 transcendant WADE, 1940’ : 7 transcendant
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Module de Carlitz et noyau

G. - {Z —alg} — {Z— mod} c: {A—alg} — {A—mod}
m: F — F* ' F — C(F)
#F* =H#F -1 Fitt C(F) = Fitt F — 1
kerexp = 2inZ kerexp. = TA
q i\ 1
#= (-0~ [] (1 - 01*‘7)
i>1
LINDEMANN, 1882 : 7 transcendant WADE, 1940' : 7 transcendant

e’ =-1
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Module de Carlitz et noyau

G. - {Z —alg} — {Z— mod} c: {A—alg} — {A—mod}
m: F — F* ' F — C(F)
#F* =H#F -1 Fitt C(F) = Fitt F — 1
kerexp = 2inZ kerexp. = TA
q i\ 1
#= (-0~ [] (1 - 01*‘7)
i>1
LINDEMANN, 1882 : 7 transcendant WADE, 1940' : 7 transcendant

em =1 expc(7) =0
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Fonction zéta aux entiers négatifs

Pour Re(s) > 1:
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n>1 pEP P acA, PeEA,L

premier
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Fonction zéta aux entiers négatifs

Pour Re(s) > 1:

()

n>1 pEP

Prolongement analytique = C\ {1}
Diverge en 1, pble simple, résidu 1

Pour n € N* :

C=Y Lo (1-4)

c\n) = a"_ pn
acA, PcA,

premier

Sommation par degré = Z
Converge en 1
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Fonction zéta aux entiers négatifs

Pour Re(s) > 1: Pour n € N* :
1 1\7! 1 1\ !
@-Lp-I(5)  «-Ti- 1 (5)
n>1 pEP P acA, PeAy
premier
Prolongement analytique = C\ {1} Sommation par degré = 7Z
Diverge en 1, pole simple, résidu 1 Converge en 1

C(—n)—{ 0 si2|n
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Pour Re(s) > 1:

()
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Diverge en 1, pble simple, résidu 1

C(—n)—{ 0 si2|n

a si2tn

Avec 0 # a € Q\ Z.

Pour n € N* :

C=Y Lo (1-4)
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Converge en 1
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Fonction zéta aux entiers négatifs

Pour Re(s) > 1:

()

n>1 pEP

Prolongement analytique = C\ {1}
Diverge en 1, pble simple, résidu 1

C(—n)—{ 0 si2|n

a si2tn

Avec 0 # a € Q\ Z.

Pour n € N* :

C=Y Lo (1-4)

c\n) = a"_ pn
acA, PcA,

premier

Sommation par degré = Z
Converge en 1

0 sig—1|n
sig—14n

Avec 0 # (5 € A.
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Fonction zéta aux entiers positifs

Pour n pair, i.e. 2| n:

(n) _ B
(2im)n 2n!

€Q
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Fonction zéta aux entiers positifs

Pour n pair, i.e. 2| n:

¢(n) B,

@iy~ am €@ ©
X Bn o,

exp(X) —1 - nzzjo !
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Fonction zéta aux entiers positifs

Pour n pair, i.e. 2| n: Pour n pair, iie. g—1]|n:

¢(n) B, N Ce(n) _ BG, y
__B - K
@iy~ am €@ © # nm -
X B, X BC,
2 N IZnxn = X"
exp(X) —1 nzzjo n! expc(X) e M(n)
= ((n) transcendant sur Q
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Fonction zéta aux entiers positifs

Pour n pair, i.e. 2| n: Pour n pair, iie. g—1]|n:

¢(n) By N Cc(n) _ BG, .
__B _ K

@iy~ am €@ © # nm -
X B, X BGC,

— =Ny _ X0
exp(X) —1 nzzjo n! expc(X) = M(n)

= ((n) transcendant sur Q = (c(n) transcendant sur K
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Fonction zéta aux entiers positifs

Pour n pair, i.e. 2| n: Pour n pair, iie. g—1]|n:

¢(n) By N Cc(n) _ BG, .
__B _ K

@iy~ am €@ © # nm -
X B, X BGC,

— =Ny _ X0
exp(X) —1 nzzjo n! expc(X) = M(n)

= ((n) transcendant sur Q = (c(n) transcendant sur K
Pour n impair, i.e. 2¢n:
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Pour n pair, i.e. 2| n: Pour n pair, i.e. g—1]|n:
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@iy~ am €@ © 7 N(n) ou
X B X BC
[ — JX” _ n X"
exp(X) —1 nzzjo n! expc(X) = M(n)
= ((n) transcendant sur Q = (c(n) transcendant sur K

Pour n impair, i.e. 2¢n:
e APERY, 1979 : ((3) irrationnel

@ RIvoAL, 2000 : infinité de
¢(2k + 1) irrationnels
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Pour n pair, i.e. 2| n: Pour n pair, iie. g—1]|n:

¢(n) By N Cc(n) _ BG, .
__B _ K

@iy~ am €@ © # nm -
X B, X BGC,

— =Ny _ X"
exp(X) —1 nzzjo n! expc(X) = M(n)

= ((n) transcendant sur Q = (c(n) transcendant sur K
Pour n impair, i.e. 2¢n:
e APERY, 1979 : ((3) irrationnel

@ RIvoAL, 2000 : infinité de
¢(2k + 1) irrationnels

o Conjecture : transcendance
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Fonction zéta aux entiers positifs

Pour n pair, i.e. 2| n: Pour n pair, iie. g—1]|n:

¢(n) By N Cc(n) _ BG, .
__B _ K

@iy~ am €@ © # nm -
X B, X BGC,

— =Ny _ X"
exp(X) —1 nzzjo n! expc(X) = M(n)

= ((n) transcendant sur Q = (c(n) transcendant sur K
Pour n impair, i.e. 2¢n:

Pour n impair, ie. g—1tn:
e APERY, 1979 : ((3) irrationnel

@ RIvoAL, 2000 : infinité de
¢(2k + 1) irrationnels

o Conjecture : transcendance
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Fonction zéta aux entiers positifs

Pour n pair, i.e. 2| n: Pour n pair, iie. g—1]|n:

¢(n) By N Cc(n) _ BG, .
__B _ K

@iy~ am €@ © # nm -
X B, X BGC,

— =Ny _ X"
exp(X) —1 nzzjo n! expc(X) = M(n)

= ((n) transcendant sur Q = (c(n) transcendant sur K
Pour n impair, i.e. 2¢n: Pour n impair, ie. g—1tn:
Yu, 1988 :
¢e(n)

7'-"l-l1

e APERY, 1979 : ((3) irrationnel

@ RIvoAL, 2000 : infinité de Cc(n) et
¢(2k + 1) irrationnels

o Conjecture : transcendance

transcendants
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Formule de classes

K/Q finie
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Formule de classes

K/Q finie

L _ 2n(2m)"”Regy
s![];]l(s l)CK(l)_ WK\/W

Florent DEMESLAY Analogies entre corps de nombres et corps de fonctions



Formule de classes

K/Q finie

, 2"(27)”Regy
lim (s—1)Cx(1) = =20 208K
fms1)a(n = = 00

@ (k : zéta de Dedekind;
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Formule de classes

K/Q finie

L _ 27(2m)"Regy
s![];]l(s l)CK(l)_ WK\/W

@ (k : zéta de Dedekind;

@ r, rn» : nb plongements de K
dans R et C;
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Formule de classes

K/Q finie

L _ 2n(2m)"”Regy
s![];]l(s l)CK(l)_ WK\/W

@ (k : zéta de Dedekind;

@ r, rn» : nb plongements de K
dans R et C;

@ wk : nb de racines de 1;
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Formule de classes

K/Q finie

L _ 2n(2m)"”Regy
s![];]l(s l)CK(l)_ WK\/W

@ (k : zéta de Dedekind;

@ r, rn» : nb plongements de K
dans R et C;

@ wk : nb de racines de 1;

@ Dk : discriminant;
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Formule de classes

K/Q finie

, 2"(27)2Regy
lim(s—1)(x(1l) = ————
s—1 WK* /|DK|

(K : zéta de Dedekind ;

r, r : nb plongements de K
dans R et C;

wk : nb de racines de 1;

[

Dy : discriminant;

Regy : régulateur;
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Formule de classes

K/Q finie

L _ 2n(2m)"”Regy
S'EH(S l)CK(l)_ WK\/W

(K : zéta de Dedekind ;

r, r : nb plongements de K
dans R et C;

wk : nb de racines de 1;

[

°
@ Dk : discriminant;
o Regy : régulateur;
°

hk : nombre de classes.
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