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Exemples élémentaires

Résoudre 22 + % = 1, (z,y) € Q2.
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Résoudre y? = 23 - 2, (z,y) € Q2.

Bruno Winckler Intersection arithmétique



Intersection sur les surfaces Exemples
Théoreme de Bézout (géométrique)

Exemples élémentaires

Résoudre y? = 23 - 2, (z,y) € Q2.
Y

(3,5)




Intersection sur les surfaces Exemples
Théoreme de Bézout (géométrique)

Exemples élémentaires

Résoudre y? = 23 - 2, (z,y) € Q2.
Y

(3,5)




Intersection sur les surfaces
e de Bézout (

Exemples élémentaires

Résoudre y? = 23 - 2, (z,y) € Q2.

Yy
(3,5)
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Exemples élémentaires

Résoudre y? = 23 - 2, (z,y) € Q2.
e 129 | 383 (2340922881 | 113259286337292
Les solutions : (3,+5), (132, +353), (£l & s ),

etc.
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Intersection sur les surfaces

Si S est une surface projective, et I'y, I'y deux courbes
irréductibles sur S, distinctes, qui se coupent transversalement, on
pose I'y - T’y := card(I';y nT'2). On étend la définition :
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Intersection sur les surfaces

Si S est une surface projective, et I'y, I'y deux courbes
irréductibles sur S, distinctes, qui se coupent transversalement, on
pose I'y - T’y := card(I';y nT'2). On étend la définition :
@ a I'y et I'y distinctes qui ne se coupent pas transversalement,
en déformant I'y en I'3 pour se ramener au cas précédent, et
en posant I'y - I'9:=1"; - I's;;
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Intersection sur les surfaces

Si S est une surface projective, et I'y, I'y deux courbes
irréductibles sur S, distinctes, qui se coupent transversalement, on
pose I'y - T’y := card(I';y nT'2). On étend la définition :
@ a I'y et I'y distinctes qui ne se coupent pas transversalement,
en déformant I'y en I'3 pour se ramener au cas précédent, et
en posant I'y - I'9:=1"; - I's;;
@ aI'y =T9, en déformant I'; en I'3 # ['1, et en posant
I$:=Ty-Iy:=T1-T3;
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Intersection sur les surfaces

Si S est une surface projective, et I'y, I'y deux courbes
irréductibles sur S, distinctes, qui se coupent transversalement, on
pose I'y - T’y := card(I';y nT'2). On étend la définition :
@ a I'y et I'y distinctes qui ne se coupent pas transversalement,
en déformant I'y en I'3 pour se ramener au cas précédent, et
en posant I'y - I'9:=1"; - I's;;
@ aI'y =T9, en déformant I'; en I'3 # ['1, et en posant
I$:=Ty-Iy:=T1-T3;

@ a tout élément de Div(.S) par Z-linéarité.
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Théoréme de Bézout (géométrique)

Si T’y et T'y sont irréductibles, T'y - T'y = deg(T'y) deg(T2).
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Résultats liminaires

Une courbe elliptique : {y? = 23 + az + b} u {oo}, (a,b) € Q2.
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Résultats liminaires

Une courbe elliptique : {y? = 23 + az + b} u {oo}, (a,b) € Q2.
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Point de torsion sur une courbe elliptique

FIGURE : Courbe elliptique d'équation affine y? = 23 + 1.




Les courbes elliptiques
Intersection arithmétique Intersection arithmétique

Point de torsion sur une courbe elliptique

FIGURE : Courbe elliptique d'équation affine y? = 23 + 1.




Les courbes elliptiques
Intersection arithmétique Intersection arithmétique

Point de torsion sur une courbe elliptique

FIGURE : Courbe elliptique d'équation affine y? = 23 + 1.




Les courbes elliptiques
Intersection arithmétique Intersection arithmétique

Point de torsion sur une courbe elliptique

FIGURE : Courbe elliptique d'équation affine y? = 23 + 1.




Les courbes elliptiques
Intersection arithmétique Intersection arithmétique

Point de torsion sur une courbe elliptique

FIGURE : Courbe elliptique d'équation affine y? = 23 + 1.




Intersection arithmétique

Les courbes elliptiques
Intersection arithmétique

Point de torsion sur une courbe elliptique

FIGURE : Courbe elliptique d'équation affine y? = 23 + 1
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Point de torsion sur une courbe elliptique

FIGURE : Courbe elliptique d'équation affine y? = 23 + 1.
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Hauteur sur une courbe elliptique

Si P(x,y) € E(Q), on note h(P) = h(x), et :

2oy g P27 1P)
h(P) = 7}1_2}0 —n
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Hauteur sur une courbe elliptique

Si P(x,y) € E(Q), on note h(P) = h(x), et :
i) = oy #ECE

Cette fonction vérifie les propriétés suivantes, qui la caractérisent :
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Hauteur sur une courbe elliptique

Si P(x,y) € E(Q), on note h(P) = h(x), et :

; . h([2"]P)
h(P) = 7}1_1)(1010 —m
Cette fonction vérifie les propriétés suivantes, qui la caractérisent :
o h(P)-h(P)=0(1);
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Hauteur sur une courbe elliptique

Si P(x,y) € E(Q), on note h(P) = h(x), et :
i) = i MO
Cette fonction vérifie les propriétés suivantes, qui la caractérisent :
o h(P)-h(P)=0(1);
o (P +Q)+h(P-Q)=2(h(P)+1(Q)):
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Hauteur sur une courbe elliptique

Si P(z,y) € E(Q), on note h(P) = h(z), et :
h(P) = lim r(21P)
n—00 4qn
Cette fonction vérifie les propriétés suivantes, qui la caractérisent :
o h(P)-h(P)=0(1);
o WP +Q)+h(P-Q)=2(h(P)+1(Q)):
o h([m]P) = m?h(P);
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Hauteur sur une courbe elliptique

Si P(z,y) € E(Q), on note h(P) = h(z), et :
h(P) = lim r(21P)
n—o0 qn
Cette fonction vérifie les propriétés suivantes, qui la caractérisent :
o h(P)-h(P)=0(1);
o WP +Q)+h(P-Q)=2(h(P)+1(Q)):
o h([m]P) = m?h(P);
o quel que soit ¢> 0, {P ¢ E(Q); h(P) < ¢} est fini.
En particulier, h(P) = 0 < P est de torsion.
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Hauteur sur une courbe elliptique

Si P(x,y) € E(Q), on note h(P) = h(x), et :
h(P) = lim r(21P)
n—»00 4qn
Cette fonction vérifie les propriétés suivantes, qui la caractérisent :
o h(P)-h(P)=0(1);
o WP +Q)+h(P-Q)=2(h(P)+1(Q)):
o h([m]P) = m?h(P);
o quel que soit ¢> 0, {P ¢ E(Q); h(P) < ¢} est fini.

En particulier, E(P) = (0 < P est de torsion.Mieux, il existe cg >0
tel que : h(P) < ¢y <> P est de torsion.
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Surface arithmétique
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Surface arithmétique
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Surface arithmétique « compactifiée »

TSSO

O ® G 0 22
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