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Fonction zéta de Riemann
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Définition

par:

&(s)

1

On définit la fonction zéta de Riemann pour s € C tel que Re(s) > 1

S
n>1 n

o = E
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Définition

On définit la fonction zéta de Riemann pour s € C tel que Re(s) > 1
par:

]
g(s) = Lo

Propriété

Cette série converge et on peut écrire :

ds)=T]—

p1—P°
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Equation fonctionnelle

o
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uation fonctionnelle
Définition

La fonction gamma d’Euler est définie, pour Re(s) > 0, par

—+oco
NQ:/ 5 Te~dt.
0

o = E
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(Lmé] Equation fonctionnelle
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Définition
La fonction gamma d’Euler est définie, pour Re(s) > 0, par :

o0
M(s)= / 5 Te~dt.
0

Proposition

PourRe(s) > 1, on pose A(s) =t 2T ($) §(s). La fonction A se
prolonge sur C en une fonction méromorphe avec seulement 2 péles
simples en s =1 et s = 0 et vérifie : A(s) = A(1 —s).

o = = E E DAl
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Conjecture de Riemann

R & \..

Si s est un zéro non-trivial de { alors Re(s) = —.

o = E
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Généralisation aux corps de nombres :

les fonctions L d’Artin

o = =
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Quelques définitions
Définition

Soient G un groupe fini et V un C-espace vectoriel. On appelle

représentation du groupe G un morphisme de groupes de G dans
GL(V). On note (p, V) cette représentation.
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[LmB] Quelques définitions
L e : A -

Définition
Soient G un groupe fini et V un C-espace vectoriel. On appelle

représentation du groupe G un morphisme de groupes de G dans
GL(V). On note (p, V) cette représentation.

v

Le caractere x, de la représentation (p, V) d’un groupe fini G est
I'application de G dans C définie par :

xp(9) =tr(p(g)) pour g € G.

o = = = z wace
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Définition

Une représentation (p, V) est irréductible si V # {0} et V n’est pas
somme directe de deux représentations.

o = E
Charlotte Euvrard (LMB) Introduction aux fonctions L d’Artin

A
RDHL - 14 octobre 2014 8/15



[LmB] Quelques .définitions

athématiques besancon
CHE-COMTE o CNR \

UNIVERSITE, T ‘&'»'? .
FRANCHE. prsiee et ¢ 2R T

Une représentation (p, V) est irréductible si V # {0} et V n’est pas
somme directe de deux représentations.

Théoreme

Toute représentation est somme directe de représentations
irréductibles.

(=] = = =
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(Lm®) Fonctions L d’Artin
RIS - s ~ R -

Soient K /Q une extension galoisienne de groupe de Galois G, (p, V)
une repreésentation de G de caractere ), et ¢p I'automorphisme de
Frobénius d’un idéal premier p de Ok au-dessus de p.

La fonction L d’Artin est définie, pour s € C tel que Re(s) > 1, par :

L(S,X, K/Q) = H ! H Lp(37X7K/Q)'

p non-ramifiés det(Id —p ((Pp)p _S) p ramifiés

o = = = DA
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Soient d le degré de (p, V) etaip(p), 1 < i
de p(@p). Alors :

YA

d les valeurs propres
d
L(s,x,K/Q) =

1_a/p(p)p )
PEZ i=1
et|oip(p)| =1 pour1 <

Z ay(n)n—°
i<d.

=] F
Charlotte Euvrard (LMB) Introduction aux fonctions L d’Artin

DAy
RDHL - 14 octobre 2014 10/15



(Y

laboratoire mathématiques besancon
UNIVERSITE DE FRANC TRYENY \

UNIVERSITE, -
FRANCHE. praies

Propriétés

Ona:
Qo

L(s,16,K/Q) =L(s)

L(S,X1 +X2aK/Q) = L(Sax‘l ) K/Q)L(Sax27K/@)

o = E
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Définition

Q Le conducteur d’Artin est : q(y) = Hpqp(X).
D

S

Ar 1 n-
_)n I_(s+ > .
2 2

© Le facteur gamma est : vy (s) = n 22 (

o = E
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Equation fonctionnelle
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@ Le conducteur d’Artin est : g(y) = Hpqp(X).
Jo)

S

< i "
© Le facteur gamma est : vy (s) = r2x(r (—) r (i) )

2

nw

2

| \

Equation fonctionnelle

Soit A(s,x) = q(x)gyx(s)L(s,x, K/Q) pour Re(s) > 1. Alors A admet

un prolongement méromorphe sur C avec des poles éventuels en

s=0et s =1 et vérifie :
A(1 _S,X) — W(X)/\(87X)7

ol W(y) est une constante complexe de module 1.

v 2
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Hypothése de Riemann généralisée

Les zéros non-triviaux de L(s,x, K /Q) sont sur la ligne Re(s) = 3.

[m] = =
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Hypothése de Riemann généralisée

Les zéros non-triviaux de L(s,x, K /Q) sont sur la ligne Re(s) = 3.

Conjecture d’Artin

Toute fonction L d’Artin L(s,, K/Q) admet un prolongement en une
fonction holomorphe sur C sauf parfois en s =1 ol il y a un pole
d’ordre égal au nombre de fois ou intervient le caractére trivial dans la
décomposition de x en caractéeres irréductibles.

o = = = £ 9Dar
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Théoreme

Soit (1 et 2 deux caracteéres irréductibles de degré d de G. On
suppose vraies la conjecture d’Artin et I'hypothése de Riemann
généralisée pour les deux fonctions L d’Artin. Alors il existe un nombre

premier p < C(dIng (x1)d(xz))? vérifiant pt q(x1) et p1 q(x2), tel
que les paramétres locaux de L(s,y1) et L(s,%z2) en p sont différents.

4

o = = £ 9Dar
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