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le TCP

On définit des temps de sauts Tk = Tk−1 + Ek avec une suite (Ek)k≥1 de
variables indépendantes de loi exponentielle E(λ), c’est-à-dire que

P (Ek ≤ t) = 1− e−λt

= λt + o
t→0

(t).

Le processus du TCP (Xt)t≥0 est une fonction aléatoire, définie par

d
dt Xt = 1

entre les sauts et

XTk = δ lim
s→Tk

Xs (0 ≤ δ < 1).
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le TCP
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Semi-groupe de Markov
On appelle semi-groupe associé :

Pt f (x) = EX0=x (f (Xt))

Par absence de mémoire, Pt+s = PtPs . D’autre part

Ps f (x) = (1− λs)f (x + s) + λsf (δx) + o
s→0

(s)

= f (x) + s
(
f ′(x) + λ (f (δx)− f (x))

)
+ o

s→0
(s)

Autrement dit

∂tPt f = LPt f

avec

Lf (x) = f ′(x) + λ (f (δx)− f (x)) .
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Interprétation analyste
Si ν est une loi de proba,

νPt f = EX0∼ν (f (Xt)) ,

autrement dit νPt est la loi au temps t, solution de{
g ′(t) = g(t)L
g(0) = ν
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Ergodicité

Mesure invariante : si l’on commence avec cette loi, on y reste.

µPt = µ ⇔ µL = 0.

Ergodicité : en temps long,

Pt f → µf =

∫
fdµ

ou encore
νPt → µ.

On veut quantifier cette convergence, par exemple regarder si

Varµ (Pt f ) = ‖Pt f − µf ‖2
L2(µ)

tend vers 0, et si oui à quelle vitesse.
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Trou spectral

En notant ft = Pt f − µf , ∂t ft = Lft et

∂t
(
‖ft‖2

L2(µ)

)
= 2 < Lft , ft >L2(µ)

Si L est auto-adjoint et si le spectre de L sur 1⊥ est inclus dans [−∞,−ρ],

< Lft , ft >L2(µ) ≤ −ρ‖ft‖2
L2(µ)

⇒ ‖ft‖2
L2(µ) ≤ e−2ρt‖f − µf ‖2

L2(µ).
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Ornstein-Uhlenbeck

La dynamique du processus d’Ornstein Uhlenbeck est définie par

dXt = −Xtdt +
√

2dBt ,

ou autrement dit par le générateur

Lf (x) = −xf ′(x) + f ′′(x).

La gaussienne de densité e− x2
2 est la seule loi invariante, et

− < Lft , ft >= ‖f ′t ‖2 ≥ ‖ft‖2

(inégalité de Poincaré pour la gaussienne). En conséquence,

‖ft‖ ≤ e−t‖f − µf ‖.
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le TCP

On peut déterminer qu’il existe une unique mesure invariante µ ; à partir
de µL = 0, on calcule

< Lf , f > = µ
[
f
(
f ′ + λ (fδ − f )

)]
=

1
2µ
[
(f 2)′

]
+ λµ

[
ffδ − f 2

]
= −λ2µ

[
f 2
δ − f 2

]
+ λµ

[
ffδ − f 2

]
= −λ2µ (fδ − f )2

⇒ pas d’inégalité de Poincaré !

Pierre Monmarché (IMT) Inégalités fonctionnelles et PDMP contractifs. Rencontres Lebesgue 2014 9 / 12



La norme H1

∂t
(
‖f ′‖2

)
= 2 < f ′, (Lf )′ > .

Ici, (fδ)′ = δ(f ′)δ : lors d’un saut, l’espace se contracte.

2 < f ′, (Lf )′ > = µ((f ′)2)′ + 2λµ
(
δf ′δ f ′ − (f ′)2

)
= −λµ

(
(f ′δ )2 + (f ′)2 − 2δf ′f ′δ

)
≤ −λ(1− δ2)‖f ′‖2.

Le trou spectral est en fait λ(1− δ), et

λ

2 (1− δ2) = λ(1− δ)1 + δ

2 ≤ λ(1− δ).
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Cas général
La contraction peut venir du flot déterministe, par exemple pour

Lf (x) = −xf ′(x) + λ

(∫ ∞
0

f (x + z)h(z)dz − f (x)

)
.

Pour le générateur général

Lf (x) = b(x)f ′(x) + λ(x) (Qf (x)− f (x)) ,

s’il existe β, η, c > 0

|(Qf )′(x)|2 ≤ M(x)Q|f ′|2

2b′(x) +
(λ′(x))2

βλ(x)
+ λ(x)(M(x)− 1) ≤ −η

‖f − µf ‖L2(µ) ≤ c‖f ′‖L2(µ)

alors
‖f ′t ‖2 + β‖ft‖2 ≤ e−

ηt
βc+1

(
‖f ′‖2 + β‖f − µf ‖2

)
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. . . et donc ?
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