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Microscopique — Mésoscopique

Processus stochastique, trajectoire d'une particule

Pour décrire la trajectoire d'une particule, on considére les variables
stochastiques (X, V) solutions de :

Xt = Vt7
Vt = —Z/Vt + A(t)

ou v est le coefficient de friction et A(t) est un bruit blanc de Lévy
2s-stable, s € (0,1).
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Microscopique — Mésoscopique

Densité de probabilité, équation cinétique

f(t,x,v) = densité de probabilité. On utilise les trajectoires des
particules pour écrire :

d
af(t, Xe, Vi) =0

dont on déduit I'équation de Vlasov-Lévy-Fokker-Planck :

Otf + v - Vif = L5(f)
=vdiv,(vf) — (= A,))°f
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Mesoscopique

Définition et propriétés du Laplacien fractionnaire

Le Laplacian fractionnaire peut-étre définie de deux facons
equivalentes :

@ Par son action via la transformée de Fourier F :
F[(- 8)°u](©) = [ePeFLul(e)

@ Par une formulation intégrale :

(- A)Su(x) = CN’SP.V./ ulx) = uly) dy

RN |X _ y’N+2s

Ludovic Cesbron



Mesoscopique

Equilibre de |'opérateur de Lévy-Fokker-Planck

Il existe une unique fonction F telle que :
L(F)=0 / F(v)dv=1
RN

et cet équilibre vérifie :

o L
v>1 |v|N+2s

F(v)
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Mesoscopique

Equation de Vlasov-Lévy-Fokker-Planck

On s'intéressera donc au probléme suivant :

Of + v Vif =div,(vf) — (= A))°f in RT x RN x RV
f(0,x,v) = fin(x, v) in RN x RV
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Mesoscopique

Equation de Vlasov-Lévy-Fokker-Planck

On s'intéressera pour s € (1/2,1) le probléme suivant :

8t+v-VXf:divv(vf)—(—Av)sf dans RT x Q x RN
f(0,x,v) = fin(x,v) dans Q x RN
+ conditions au bord sur Rt x 0Q x RV

Pour écrire les conditions au bord on introduit

Ty ={(x,v) € 02 x RN : sgn(v - n(x)) = £1} ot n(x) est la
normale sortant de Q en x € 9. On notera -y les restrictions de
la opérateur trace a 4.

Ludovic Cesbron



Mesoscopique

Conditions au bord

Dans la suite, on considerera la réflection spéculaire :

’)/,f(t,X, V) = rerf(taXa,R'X(v))
avec Rx(v) = v —2(n(x) - v)n(x). En théorie cinétique, on
considére aussi deux autres types (et demi) de conditions au bord :
@ Absorption : y_f(t,x,v) =0.
e Diffusion :

y_f(t,x,v) = F(v)/ v+ f(t, x, w)|n(x) - w|dw.

n(x)-w>0

@ Les conditions au bord de Maxwell qui sont une combinaison
linéaire convexe de réflection spéculaire et de diffusion.
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Nombre de Knudsen, changement d’échelle

On définit le nombre de Knudsen € comme le ratio :

temps entre deux collisions
E =

temps d'observation

On va introduire le nombre de Knudsen dans |'équation pour
modéliser le nombre de collision par unité de temps qui temps vers
I'infinie et on va changer d'échelle en temps selon :

t/ — 625_1 t
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Equation de VLFP avec Réflection Spéculaire

L'équation de Vlasov-Lévy-Fokker-Planck re-scaled avec réflection
spéculaire sur le bord s'écrit donc :

2719, 5 4 v Vi fE = §<div (V) = (= AV)F),
(0, x,v) = fin(x, v),
-t X, v) = 75 (8, x, Ru(V)).

On s'intéresse au comportement de ¢ lorsque ¢ tend vers 0.
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Estimation a priori

On montre tout d'abord que (f8)5>o converge lorsque ¢ tend vers
0 en multipliant I'équation par f¢/F(v) et en intégrant par rapport
a x et v. On montre en fait que :

fe(t, x, v) = p(t, x)F(v) dans L2(RT x Q x RN, F~1(v) dtdxdv)
E—
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Courbes charactéristiques

On remarque que lorsque I'on considére la transformée de Fourier
de VLFP en x et v, respectivement k et £ on trouve une équation
hyperbolique :

2710 fe + (k — e71E)Vefe = |¢*fe

dont les courbes charactéristiques apparaissent dans le terme

(k - E_lf)V§.

On va retrouver ces courbes charactéristiques dans la formulation
variationnelle du probléme sous forme de |'opérateur
v-Vy—elv.V,
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Formulation faible pour réflection spéculaire

On considére ¢° € D(RT x RN x RN) a support compact dans Q,
on en déduit la formulation faible suivante :

/// f5(€25—18t¢5+€—1(_Av)s¢5)dtdxdv

Rt xQxRN
n /// f5<v-VX¢5—e_1v-Vqu5€> dtdxdv
R+t x QxRN
[ e () = 2 (X Ra(0) ) ) vl did
R+ x¥,
— >t // fin(x, v)9°(0, x, v) dxdv = 0.
QxRN
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Probléme Auxiliaire

Pour tout 1) € D(R' x RV) a support compact dans Q, on
introduit le probléme auxiliaire :

ev V¢ —v-V,0° =0 dans R x Q x RV,
¢°(t, x,0) = (t, x) dans R™ x Q,
Y+ (t, x,v) = - (t, x, Rx(v)) sur RT x ¥
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Choix de la fonction test

Si on condiére Q un domaine régulier fortement convexe ou un
domaine a géométrie particuliére, alors pour tout x € Q, il existe

nx : RN = Q telle que 7 (v) est le point d’arrét de la trajectoire
issue de x avec une vitesse initiale v :

Pour tout 1) € D(RT x RN) a support compact dans  on
considére :

¢°(t, x, v) = (t,nx(ev)).
C’est une solution du probléme auxiliaire précédent.
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Formulation faible avec ¢°

Avec cette fonction test, on obtient la formulation variatonnelle
suivante de Vlasov-Lévy-Fokker-Planck :

/// F (W + (= )" [t ()] (av)) ddxdv

R+x QxRN

_ // Fin(3, V)1 (0, m () dxdv = 0.

QxRN
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Opérateur limite de diffusion quand €2 est une demi-espace

Si on prend Q = {(x’, xy) € RN : xy > 0} alors 7, devient
explicite : nc(v) = (X' + v/, |xy + vn|). On montre alors que :

// F( *(t, x + nx(ev)) dedxdv

R+ x QxRN
=0 / u(t X)</ p(t, )—P(ta}’))K(X,y)dy) dtdx
R+xQ
ou
K(x,y) = —— 1

N+2s

JF
e e ) N G i
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Equation limite sur la densité de particule

On définit :
(— Asg)’u(x) = /Q (u(x) — u(y))K(x,y)dy.

En conclusion, f¢ tend faiblement vers p(t,x)F(v) ot F est
I'équilibre de I'opérateur de Lévy-Fokker-Planck et p est solution
faible de :

{atp+ (—Asr)p=0

p(0,x) = pin(x)
ol pin(x) = [pn fin(x, v)dv.
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Merci pour votre attention !
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