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. Mouvement browi
Cas du mouvement brownien Do
Sur I'Aire du

Quelques pre
Ce qu'on cherc

Définition

Un mouvement brownien (B;);>o est un processus partant de
0 a accroissements indépendants et stationnaires, a
trajectoires continues.

Accroissements indépendants :
Vhe N*, VO< t; < th <---<t, <o, les variables
{By,, — By, 1 <j < n— 1} sont indépendantes.

Accroissements stationnaires :
\V/t, S > O, E(Bt—l-s - BS) = E(Bt)
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Mouvement browi

Cas du mouvement brownien Sur I'Aire
ur |'Aire du p

Quelques propi
Ce qu'on cherch

Propriété importante : L'auto-similarité

Ve >0, (Bt)exo = (B )e>0

p
Vt>0,B; < 2B,
avec B; ~ N(0,1).
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Mouvement browmen

Cas du mouvement brownien s
ur |'Aire du p

Quelques propr
Ce qu’'on cherche a étendre

Propriété importante : L'auto-similarité

Ve >0, (Bt)exo < (CB )e=0

Vt>0,B: < t2B,,
avec B; ~ N(0,1).

= B est appelé processus stable d'indice 2.
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Mouvement brownien

Sur I'Aire du p sus
Quelques propr

Ce qu’'on cherche a étendre

Cas du mouvement brownien

Définition
La loi d'une variable aléatoire X est dite stable si Vn > 1
X1, ..., X, copies i.i.d de X :

Il
S
Q=
>

2 X
f=1

avec a € (0,2].

Ici on a bien :

N(0,1)2" £ n2A(0,1)
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Mouvement brownien
Sur I'Aire du processus

Cas du mouvement brownien

Quelques propr
Ce qu’'on cherche a étendre

Soit B un mouvement brownien standard. On note
A = fot B.ds I'aire de ce processus. On introduit :

T =inf{t >0, B, =0},

S =inf{t >0, A =0},

= On s'intéresse au comportement de la variable aléatoire Ar.
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Cas du mouvement brownien n
Sur I'Aire du f

Quelques propriétés
Ce qu’'on cherche a étendre

Propriétés :
@ (A;, t > 0) n'est pas Markovien. Par contre (A, B) Iest.
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Mouvement bro

Cas du mouvement brownien n
Sur I'Aire du

Ce qu’'on cherche a étendre

Propriétés :
@ (A;, t > 0) n'est pas Markovien. Par contre (A, B) Iest.
@ On connait I'expression de la densité :

r2/3) lyl
721/331/6 |7 — x|4/3

Py (AT € dz) = e /1, (2)dz

avec A = (x,+00) siy >0, A= (—00,x) si y <O0.
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. Mouvement
Cas du mouvement brownien Do
Sur I'Aire du pr
Quelques propriété

Ce qu’'on cherche a étendre

Propriétés :
@ (A;, t > 0) n'est pas Markovien. Par contre (A, B) Iest.

@ On connait I'expression de la densité :
r2/3
( / ) |.y| e—2y3/9\z—x\1A(z)dz

Py (AT € dz) = m21/331/6 |z — x|4/3

avec A = (x,+00) siy >0, A= (—00,x) si y <O0.

© On en déduit une égalité en loi, sous Po,1)
1

A2
T or

1
3
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Quelques proprié
Ce qu’'on cherche a étendre

En particulier la loi de A+ est auto-décomposable, c’est a dire :
Ve >0, 3X., Ar < cAr + X,

ou X, variable indépendante de Ar.
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Quelques prop
Ce qu'on cherche a étendre

— On étudie un processus de Lévy qui saute.
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— On étudie un processus de Lévy qui saute.

— On étend I'étude pour des processus a-stables.
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Mouvement brc

Cas du mouvement brownien Sur I'Aire
ur |'Aire du p

Quelques propr
Ce qu'on cherche a étendre

— On étudie un processus de Lévy qui saute.
— On étend I'étude pour des processus a-stables.

Dans la suite :

Q (£, t > 0) processus Lévy a-stable. A* son aire.
ts P
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— On étudie un processus de Lévy qui saute.
— On étend I'étude pour des processus a-stables.

Dans la suite :

Q (Z9,t > 0) processus Lévy a-stable. A* son aire.
@ On fait partir (A, Z) de (0,1)
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Mouvement bro

Cas du mouvement brownien n
Sur I'Aire du

Quelques pro
Ce qu'on cherche a étendre

— On étudie un processus de Lévy qui saute.
— On étend I'étude pour des processus a-stables.

Dans la suite :

Q (Z9,t > 0) processus Lévy a-stable. A* son aire.
@ On fait partir (A, Z) de (0,1)
© Z“ est spectrallement positif.
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© Cas du Lévy stable
@ Un outil important
@ Résultat principal
@ Conséquences
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Un outil important
Cas du Lévy stable Résultat principal
COHSE‘C‘LIE‘HC&‘S

Définition

La tranformée de Mellin d’une variable aléatoire X de densité
f, est définie par Vs € Ix :
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Un outil important
Cas du Lévy stable s al

Définition

La tranformée de Mellin d’une variable aléatoire X de densité
f, est définie par Vs € Ix :

Propriétés importantes :

© Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes,
alors Vs :

Mxxy(s) = Mx(s)My(s)
@ (Vs, My(s) = Mx(s)) = (X £ V).
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Cas du Lévy stable

On note : Z4 la loi stable positive d'indice 5, (5 < 1) et B,
la loi Béta d'indice a, b > 0 et de densité :

M(a+ b)
9= Fare)

X711 = x)P 11 0.1y (x)dx.
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Un outil important
Cas du Lévy stable Résultat principal

Conséquences

On note : Z4 la loi stable positive d'indice 5, (5 < 1) et B,
la loi Béta d'indice a, b > 0 et de densité :

_ M(a+b)

9= Fare)

X711 = x)P 11 0.1y (x)dx.

Théoreme

On la décomposition suivante :

1
A L (a+ ) x Z2 x Bi'.,

4 ot 3%t
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Conséquences

Idée de démonstration :
Par autosimilarité et la propriété de Markov on obtient

_ a1 als—
EoyllZe)*!] =E[(AF)Te] x EqollZel,

E.)[|Z¢|" )]
Vs <1/(a+1): E[(AF)’] = ’
/( ) [( T) ] E(l,O)”Zg‘(lJra)s]

_ <1+04>5 M- (a+1)s)  TGHMG—s)

4 r(1-—2s) r(%)r(ﬁl —s)’
IE[Z25 | E[B~S
D‘il [ %’2(();111)]
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Un outil important
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Cas du Lévy stable

Quelque remarques sur la densité :

Corollaire
La densité de AT admet une représentation en série, pour
x>0:
+1
a > (—1)”(a+l)1Ta Iy~ tra 1
fan(x) = T ( ) i o
4 a+1 2;; nT(1— 21— =£2)
En particulier :
F(2/3)x 3 e~ o
1 1
(a+1)waIx wat
= fag(x) ~ as
T +oo r(ﬁ)
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Corollaire

On a un comportement asympotique en 0 :

042 1
—cCa x1-«a

faz (x) YR x1-o2 e :
with

M(—e),/atl R
(a+1) Oi, . = (a . 1)(a+ 1)@
21 (a4 1) 21
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Un outil important
Cas du Lévy stable Résultat principal

Conséquences

Quelques remarques sur la loi :

Corollaire

La variable AT est infiniement divisible et méme
auto-décomposable.
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© Perspectives
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Perspectives

Considérer un processus avec des sauts négatifs.

= On s'intéresse a A avec

T =inf{t >0, Z® <0}

Considérer des fonctionnelles particulieres

Aa, q) = /0 " (29)7 ds.
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