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Les objets de base

C

2

R

complété

Q

Frac

Z

R/Z compact
#Z× = #{±1} = 2

N = Z/{±1}
Z-modules ⇒ #

C∞ := K̂∞

K∞ := Fq((θ−1))

K := Fq(θ)

A := Fq[θ]

K∞/A compact
#A× = #F×q = q − 1

A+ = {unitaires} = A/F×q
A-modules ⇒ Fitting
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Fonction exponentielle

exp(z) =
∑
n≥0

zn

i

n!
où n! ∈ N

exp(z1 + z2) = exp(z1) exp(z2)

exp : (C,+) −→ (C∗,×)

morphisme de Z-modules

Leonard Carlitz
1907-1999

expC (z) =
∑
i≥0

zqi

Di
oùDi ∈ A

expC (z1 + z2) = expC (z1) + expC (z2)

expC : C∞ −→ C∞
morphisme de Fq-ev

où

C : A −→ EndFq (C∞)
θ 7−→ θ + τ

et τ(x) = xq.

Ex : Cθ(x) = θx + xq

Cθ2 (x) = θ2x + (θ + θq)xq + xq2

C’est le module de Carlitz !
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Module de Carlitz et noyau

Gm :
{Z− alg} → {Z−mod}

F 7→ F ∗

#F ∗ = #F − 1

ker exp = 2iπZ

π̃ = (−θ)
q

q−1
∏
i≥1

(
1− θ1−qi

)−1

Lindemann, 1882 : π transcendant

e iπ = −1

C :
{A− alg} → {A−mod}

F 7→ C(F )

FittC(F ) = FittF − 1

ker expC = π̃A

π̃ = (−θ)
q

q−1
∏
i≥1

(
1− θ1−qi

)−1

Wade, 1940’ : π̃ transcendant

expC (π̃) = 0
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Fonction zêta aux entiers négatifs

Pour Re(s) > 1 :

ζ(s) :=
∑
n≥1

1
ns =

∏
p∈P

premier

(
1− 1

ps

)−1

Prolongement analytique ⇒ C \ {1}
Diverge en 1, pôle simple, résidu 1

ζ(−n) =

{
0 si 2 | n

α si 2 - n

Avec 0 6= α ∈ Q \ Z.

Pour n ∈ N∗ :

Re(s) > 1

ζC (n) :=
∑

a∈A+

1
an =

∏
P∈A+
premier

(
1− 1

Pn

)−1

Sommation par degré ⇒ Z
Converge en 1

ζC (−n) =

{
0 si q − 1 | n

β si q − 1 - n

Avec 0 6= β ∈ A.
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Fonction zêta aux entiers positifs

Pour n pair, i.e. 2 | n :

ζ(n)

(2iπ)n = − Bn
2n!
∈ Q

où

X
exp(X )− 1 =

∑
n≥0

Bn
n!

X n

⇒ ζ(n) transcendant sur Q

Pour n impair, i.e. 2 - n :
Apéry, 1979 : ζ(3) irrationnel
Rivoal, 2000 : infinité de
ζ(2k + 1) irrationnels
Conjecture : transcendance

Pour n pair, i.e. q − 1 | n :

ζC (n)

π̃n =
BCn
Π(n)

∈ K

où

X
expC (X )

=
∑
n≥0

BCn
Π(n)

X n

⇒ ζC (n) transcendant sur K

Pour n impair, i.e. q − 1 - n :
Yu, 1988 :
ζC (n) et ζC (n)

π̃n transcendants
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Formule de classes

K/Q finie

lim
s→1

(s−1)ζK (1) =
2r1 (2π)r2RegK

wK
√
|DK |

hK

ζK : zêta de Dedekind ;
r1, r2 : nb plongements de K
dans R et C ;
wK : nb de racines de 1 ;
DK : discriminant ;
RegK : régulateur ;
hK : nombre de classes.

L/K finie
Taelman, 2012 :

ζL(1) = [OL : exp−1
C (C(OL))]·[H(C(OL))]

ζL : zêta de Goss ;
H(C(OL)) : module de classes ;
[OL : exp−1

C (C(OL))] :
régulateur.

D., 2014 :
Fq  Fq(t1, . . . , ts)
C (dim 1)  C⊗n (dim n)
⇒ valeurs en n
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