
Grandes déviations � Théorème de CramèrOphélie Rouby, Kévin Quirin, Arnaud Girand1 Introdu
tionLes lois des grands nombres permettent d'étudier les limites de suites de variables aléatoiresau niveau de leur espéran
e 
ommune. Le théorème 
entral limite a�ne un peu la loi des grandsnombres en étudiant 
es suites pour des valeurs s'é
artant de l'espéran
e d'au plus la varian
e. Lathéorie des grands déviations va 
her
her à étudier le 
omportement de 
es suites au delà de 
esvaleurs.Soit µ une mesure de probabilité sur R et, si n ≥ 1, posons µn = µ ⊗ . . . ⊗ µ︸ ︷︷ ︸n fois . On note µn la loide la variable aléatoire Xn : x ∈ R
n 7→ 1

n

∑n
i=1 xi pour la probabilité µn. Notons que si l'identitéest µ�intégrable, alors d'après la loi faible des grands nombres Xn 
onverge en probabilité vers

p = E(idR) =
∫

R
xdµ(x), don
 µn 
onverge faiblement vers δp.2 Fon
tion génératri
e du moment logarithmique2.1 Dé�nition, exemplesDé�nition 2.1 (Semi�
ontinuité inférieure)Soit (X, τ) un espa
e topologique.Soit f : X → R.

f est dite semi�
ontinue inférieure si ∀α ∈ R, f−1((α,∞]) = {f > α} ∈ τ .
☞ Dans le 
adre métrique, 
ette dé�nition est équivalente à la suivante : pour tout x ∈ X et pourtoute suite (xn)n de X 
onvergeant vers x, lim infn f(xn) ≥ f(x).Dé�nition 2.2 (Fon
tion génératri
e du moment logarithmique)Soit λ ∈ R. On pose :

Λµ(λ) = ln

(∫

R

eλqdµ(q)

)Exemples :1. Si µ = N (m, σ2) :
∀λ ∈ R, Λµ(λ) = ln

(∫

R

1√
2πσ

exp

(
λx − (x − m)2

2σ2

)
dx

)

= ln

(∫

R

1√
2πσ

exp

(
−
(
(x − m) − λσ2

)2

2σ2
+ λm +

λ2σ2

2

)
dx

)

= ln

(
exp

(
λm +

λ2σ2

2

))

= λ

(
m +

λσ2

2

)2. Si µ = B(n, p), p ∈ (0, 1) :
∀λ ∈ R, Λµ(λ) = ln

(
n∑

k=0

eλkCk
npk(1 − p)n−k

)

= n ln(1 − p + peλ)1



3. Si µ = E(1) :
∀λ ∈ R \ {1}, Λµ(λ) = ln

(∫ ∞

0

e(λ−1)xdx

)

= ln

([
e(λ−1)x

λ − 1

]∞

0

)

= ln

(
lim

x→∞

e(λ−1)x

λ − 1
− 1

λ − 1

)Ainsi Λµ(λ) =

{
∞ si λ ≥ 1

− ln(1 − λ) si λ < 1Proposition 2.1
Λµ est une fon
tion semi�
ontinue inférieure 
onvexe.Preuve :� Pour la semi�
ontinuité, on montre que {Λµ ≤ α} est séquentiellement fermé à l'aide duthéorème de 
onvergen
e dominée et de la 
ontinuité du logarithme.� Soit λ ∈ [0, 1] et soient a, b ∈ R. Alors :

Λµ(λa + (1 − λ)b) = ln

(∫

R

eλaqe(1−λ)bqdµ(q)

)

= ln

((∫

R

eaqdµ(q)

)λ (∫

R

ebqdµ(q)

)1−λ
) par inégalité de Hölder (p =

1

λ
)

= λ ln

(∫

R

eaqdµ(q)

)
+ (1 − λ) ln

(∫

R

ebqdµ(q)

)D'où la 
onvexité.2.2 Transformée de Legendre de Λµ, quelques lemmesConsidérons à présent la transformée de Legendre Λ∗
µ de Λµ, i.e

∀x ∈ R, Λ∗
µ(x) = sup

λ∈R

(λx − Λµ(λ))

☞ Λ∗
µ est semi�
ontinue inférieure 
onvexe.Exemples :1. Si µ = N (m, σ2) :Fixons x ∈ R et posons f : λ ∈ R 7→ λx−Λµ(λ) = λ

(
x − m − λσ2

2

). Une brève étude de fnous apprend qu'elle atteint son maximum en son unique point 
ritique x − m

σ2
et don
 que

Λ∗
µ(x) =

(x − m)2

2σ2
.2. Si µ = B(n, p), p ∈ (0, 1) :

Λ∗
µ(x) = sup{λx − n ln(1 − p + peλ)}Soit φ(λ) = λx − n ln(1 − p + peλ)Alors

φ′(λ) =
x − px + pxeλ − npeλ

1 − p + peλPlusieurs 
as se présentent : 2



� x > 0 et x < nAlors φ′(λ) = 0 ⇔ λ = ln
(

x−px
p(n−x)

)

φ étant 
roissante puis dé
roissante au voisinage de 
e point, elle y atteint bien son maxi-mum.Don

Λ∗

µ(x) = ln

(
x − px

p(n − x)

)
− n ln

(
1 − p +

x − px

n − x

)� x > 0 et x > nAlors φ′ ne s'annule pas, et φ′ > 0, don

Λ∗

µ(x) = +∞� x > 0 et x = nAlors φ′ ne s'annule pas, et φ′ > 0 don

Λ∗

µ(x) = −n ln(p)� x ≤ 0Alors φ′ ne s'annule pas, et φ′ < 0 don

Λ∗

µ(x) = +∞Finalement,
Λ∗

µ(x) =






+∞ si x ≤ 0

ln
(

x−px
p(n−x)

)
− n ln

(
1 − p + x−px

n−x

) si x ∈ (0, n)

−n ln(p) si x = n

+∞ si x > n3. Si µ = E(1) :De la même façon que pré
edemment, si on pose, pour x ∈ R �xé, f : λ 7→ λx + ln(1 − λ)on remarque que si x ≤ 0 alors sup f = ∞ et que sinon f atteint son maximum en son seulpoint 
ritique 1

x
+ 1 d'où Λ∗

µ(x) =

{
∞ si x ≤ 0

1 + x − ln(x) si x > 0Remarque : Soit p ∈ R. On pose µp = δp ∗ µ. Alors Λ∗
µp

= Λ∗
µ(. − p).Preuve : Commençons par remarquer que si λ ∈ R,

Λµp
(λ) = ln

(∫

R

eλqdµp(q)

)

= ln

(∫

R

∫

R

eλq1eλq2dµ(q1)dδp(q2)

)

= ln

(∫

R

eλq1

(∫

R

eλq2dδp(q2)

)
dµ(q1)

) par théorème de Fubini
= ln

(
eλp

∫

R

eλq1dµ(q1)

)

= λp + Λµ(λ)Soit x ∈ R. Alors :
Λ∗

µ(x − p) = sup{λ(x − p) − Λµ(λ) |λ ∈ R}
= sup{λx − Λµp

(λ) |λ ∈ R}D'où le résultat.Lemme 2.1Soit µ une mesure de probabilité sur R. Alors :(i) Λ∗
µ ≥ 0(ii) Si ∫

R
|x|dµ(x) < ∞ et si on pose p =

∫
R

xdµ(x) alors :3



� Λ∗
µ(p) = 0� Λ∗
µ est 
roissante sur [p,∞) et dé
roissante sur (−∞, p]� ∀q ≥ p, Λ∗

µ(q) = sup{λq − Λµ(λ) |λ ≥ 0} et µ([q,∞)) ≤ exp(−Λ∗
µ(q))� ∀q ≤ p, Λ∗

µ(q) = sup{λq − Λµ(λ) |λ ≤ 0} et µ((−∞, q]) ≤ exp(−Λ∗
µ(q))(iii) Si Λµ < ∞ au voisinage de 0 alors Λ∗

µ(x) −→ ∞ quand |x| → ∞.(iv) Si Λµ < ∞ sur R alors Λµ ∈ C∞(R) et Λ∗
µ(x)

|x| −→ ∞ quand |x| → ∞.Preuve :(i) Comme λx − Λµ(λ) s'annule pour λ = 0 et tout x ∈ R, Λ∗
µ ≥ 0.(ii) Supposons que ∫

R
|x|dµ(x) < ∞. Par inégalité de Jensen, on obtient que :

∀λ ∈ R, Λµ(λ) = ln

(∫

R

eλqdµ(q)

)
≥
(∫

R

ln(eλq)dµ(q)

)
= λ

(∫

R

qdµ(q)

)D'où :
∀λ ∈ R, Λµ(λ) ≥ λp (1)En parti
ulier, 
e
i montre que ∀λ ∈ R, λp−Λµ(λ) ≤ 0 et don
 que Λ∗

µ(p) ≤ 0. Or, Λ∗
µ étantpositive et 
onvexe, 
e
i prouve don
 que Λ∗

µ(p) = 0 et que Λ∗
µ est 
roissante sur [p,∞) etdé
roissante sur (−∞, p].Pour terminer la preuve du (ii), remarquons que, par 1, si q ≥ p, Λ∗

µ(q) = sup{λq−Λµ(λ) |λ ≥ 0}et si q ≤ p, Λ∗
µ(q) = sup{λq−Λµ(λ) |λ ≤ 0}. Si q ≥ p, on dé�nit la variable aléatoire X telleque PX = µ. Alors,si λ ∈ R :

E(eλX) =

∫

R

eλqdµ(q) = eΛµ(λ)Don
 :
µ([q,∞)) = µ(X ≥ q)

= µ(eλX ≥ eλq) ∀λ > 0

≤ E(eλX)

eλq
par inégalité de Markov

= e−λq+Λµ(λ)Ainsi, 
omme Λ∗
µ(q) = sup{λq−Λµ(λ) |λ ≥ 0}, on a que ∀ε > 0, ∃λε > 0 tel que Λ∗

µ(q)−ε ≤ λεqΛµ(λε).En appliquant le résultat pré
édent à λ = λε on obtient en faisant tendre ε vers 0 que
µ([q,∞)) ≤ exp(−Λ∗

µ(q)). On pro
ède de même pour q ≤ p.(iii) et (iv) Notons tout d'abord que si λ > 0 (resp. λ < 0) alors lim sup∞

Λ∗
µ(x)

x
≥ λ (resp. lim inf∞

Λ∗
µ(x)

x
≤ −λ).Supposons ensuite que ∀λ ∈ R, Λµ(λ) < ∞. Soit δ > 0. On pose :

f : (−δ, δ) −→ R

λ 7→ Λµ(λ)Alors, 
omme sur (−δ, δ),
∀q ∈ R, exp(λq) =

∞∑

n=0

(λq)n

n!
ave
 
onvergen
e uniforme,on a, par 
onvergen
e dominée que :

∀λ ∈ (−δ, δ), Λµ(λ) = ln

(
∞∑

n=0

λn

n!

∫

R

qndµ(q)

)Or, par hypothèse, le membre de droite de 
ette inégalité est �ni et don
 ∫
R

qndµ(q) < ∞don
, par développement en série entière du logarithme, Λµ est développable en série entièresur (−δ, δ). Ainsi, Λµ est développable en série entière sur R don
 de 
lasse C∞.4



Lemme 2.2Si ∫
R
|x|dµ(x) < ∞, alors pour tout fermé F ⊂ R,

lim sup
n→∞

1

n
ln(µn(F )) ≤ − inf

F
Λ∗

µPreuve : Soit p =
∫

R
xdµ(x).On remarque tout d'abord que ∫

R
|x|dµn(x) =

∫
Rn |x1+· · ·+xn|

1

n
dµ(x1) . . . dµ(xn) ≤

∫
R
|x|dµ(x) < ∞et que pour tout n ≥ 1, p =

∫
R

xdµn(x).Posons Λn(λ) = Λµn
(λ). Alors :

ln

(∫

R

eλqdµn(q)

)
= ln

(∫

Rn

exp

(
λ

n∑

i=1

qi

n

)
dµ(q1) . . . dµ(qn)

)

= ln

((∫

R

eλ q
n dµ(q)

)n) par théorème de Fubini
= n ln

(∫

R

eλ
q
n dµ(q)

)

= nΛµ

(
λ

n

)Ainsi, on a Λn(λ) = nΛµ(
λ

n
).Dans 
e 
as, on a aussi :

Λ∗
n = sup(λx − Λn(λ), λ ∈ R)

= sup(λx − nΛµ(
λ

n
), λ ∈ R)

= sup(n(
λx

n
− Λµ(

λ

n
)), λ ∈ R)

= n sup(
λx

n
− Λµ(

λ

n
), λ ∈ R)

= nΛ∗
µ

= Λ∗
µnDon
 Λ∗

n = nΛ∗
µ.Supposons maintenant que q ≥ p.Alors si on applique le (ii) du lemme 2.1 à la mesure de probabilité µn, on a :

µn([q, +∞[) ≤ exp(−Λ∗
n(q)) = exp(−nΛ∗

µ(q))Ainsi, 
omme Λ∗
µ est 
roissante sur [p, +∞[ (resp. dé
roissante sur ]−∞, p]), alors si F ⊂ [p, +∞[,on a :

µn(F ) ≤ µn([q, +∞[) ≤ exp(−nΛ∗
µ)ie

ln(µn(F )) ≤ −nΛ∗
µDon


1

n
ln(µn(F )) ≤ −Λ∗

µD'où
lim sup
n→+∞

1

n
ln(µn(F )) ≤ − inf

F
Λ∗

µSi q ≤ p, on obtient un résultat analogue.Supposons maintenant, que F ∩ [p, +∞[6= ∅ et que F∩] −∞, p] 6= ∅.5



On pose : q+ = inf(x ≥ p, x ∈ F ) et q− = inf(x ≤ p, x ∈ F ).Alors :
µn(F ) ≤ µn

(
[q+,∞)

)
+ µn

(
(−∞, q−]

) 
ar F = F ∩ [p,∞)
⋃

F ∩ (−∞, p] = [q+,∞) ∪ (−∞, q−]

≤ exp(−nΛ∗
µ(q−)) + exp(−nΛ∗

µ(q+))

≤ 2 exp(−n inf
F

Λ∗
µ)Ainsi, par 
roissan
e du logarithme

1

n
(ln (µn(F ))) ≤ 1

n

(
ln(2) − n inf

F
Λ∗

µ

)I
i en
ore, on obtient le résultat voulu.Don
, on a bien pour tout fermé F ⊂ R

lim sup
n→∞

1

n
ln(µn(F )) ≤ − inf

F
Λ∗

µ3 Théorème de Cramèr3.1 Énon
é du théorèmeThéorème 3.1 (Cramèr)Si Λµ(λ) < ∞, pour tout λ ∈ R, alors pour tout ensemble mesurable Γ ⊂ R, on a :
− inf

Γ̊
Λ∗

µ ≤ lim inf
n→∞

1

n
ln(µn(Γ)) ≤ lim sup

n→∞

1

n
ln(µn(Γ)) ≤ − inf

Γ
Λ∗

µ3.2 Démonstration du théorème de CramèrSoit Γ ⊂ R un ensemble mesurable.Alors, on a :
lim inf
n→∞

1

n
ln (µn(Γ)) ≤ lim sup

n→∞

1

n
ln (µn(Γ))Comme Γ ⊂ R, alors Γ est un fermé de R.De plus, on sait que : ∫

R+

eλqdµ(q) ≤
∫

R

eλqdµ(q)D'où ∫
R

eλ|q|dµ(q) < ∞.Ainsi, par inégalité de Jensen, on a :
∫

R

λ|q|dµ(q) ≤ ln

(∫

R

eλ|q|dµ(q)

)Don
, 
omme Λµ(λ) < ∞, ∀λ ∈ R, alors ∫
R
|q|dµ(q) < ∞.On peut alors appliquer le lemme pré
édent à Γ et sa
hant que µn(Γ) ≤ µn(Γ), alors :

lim sup
n→∞

1

n
lnµn(Γ) ≤ − inf

Γ
Λ∗

µIl nous reste alors à montrer que :
− inf

Γ̊
Λ∗

µ ≤ lim inf
n→∞

1

n
ln(µn(Γ))Pour 
e faire, montrons le résultat suivant :Si q ∈ R, δ > 0,

lim inf
n→∞

1

n
ln (µn ((q − δ, q + δ))) ≥ −Λ∗

µ(q) (2)6



Supposons tout d'abord qu'il existe λ ∈ R, tel que Λ∗
µ(q) = λq − Λµ(λ).On pose : dµ̂(x) =

eλx

eΛµ(λ)
dµ(x).Comme ∫

R
|x|dµ(x) < ∞, alors ∫

R
|x|dµ̂(x) < ∞ et :

∫

R

xdµ̂(x) =

∫

R

x
eλx

eΛµ(λ)
dµ(x)

=
1

eΛµ(λ)

∫

R

xeλxdµ(x)Par théorème de dérivation sous le signe intégral, on a :
d

dt
Λµ(t) =

∫
R

qetqdµ(q)∫
R

etqdµ(q)D'où :
d

dt
Λµ(t)

∣∣∣∣
t=λ

=

∫
R

qeλqdµ(q)∫
R

eλqdµ(q)

=

∫
R

qeλqdµ(q)

eΛµ(λ)On obtient :
d

dt
Λµ(t)

∣∣∣∣
t=λ

=
1

eΛµ(λ)

∫

R

xeλxdµ(x)

=

∫

R

xdµ̂(x)Don
 :
d

dt
Λµ(t)

∣∣∣∣
t=λ

=

∫

R

xdµ̂(x) (3)Soit f : t 7−→ tq −Λµ(t). On a supposé que 
ette fon
tion atteignait son maximum en λ. Ainsi, ona :
d

dt
(tq − Λµ(t))

∣∣∣∣
t=λ

= 0 (4)Ainsi :
∫

R

xdµ̂(x) =
d

dt
Λµ(t)

∣∣∣∣
t=λ

par (3)
=

d

dt
(tq)

∣∣∣∣
t=λ

par (4)
= qDon
 ∫

R

xdµ̂(x) = qDe plus, on sait que µ̂n est la loi de x 7−→ 1

n

∑n
i=1 xi sous µ̂n, don
 d'après la loi faible des grandsnombres µ̂n =⇒ δq (
onvergen
e faible), d'où :

µ̂n ((q − δ, q + δ)) −−−−→
n→∞

δq ((q − δ, q + δ)) = 1De plus,
µn ((q − δ, q + δ)) =

eΛµ(λ)

eλx
µ̂n ((q − δ, q + δ))Par dé
roissan
e de l'exponentielle pour λ ≥ 0 et x ∈ (q − δ, q + δ), on a :

µn ((q − δ, q + δ)) ≥ eΛµ(λ)

eλ(q+δ)
µ̂n ((q − δ, q + δ))

≥ e−(λ(q+δ)−Λµ(λ))µ̂n ((q − δ, q + δ))7



D'où ∀n ≥ 1, on a :
µn ((q − δ, q + δ)) ≥ e−n(λ(q+δ)−Λµ(λ))µ̂n ((q − δ, q + δ))ie

1

n
lnµn ((q − δ, q + δ)) ≥ −(λ(q + δ) − Λµ(λ)) +

1

n
ln µ̂n ((q − δ, q + δ))

≥ −(Λ∗
µ(q) + λδ) +

1

n
ln µ̂n ((q − δ, q + δ))D'où :

lim inf
n→∞

1

n
lnµn ((q − δ, q + δ)) ≥ −Λ∗

µ(q) − λδ ≥ −Λ∗
µ(q)On a don
 ainsi démontré la propriété (2) , dans le 
as où λ ≥ 0 et Λ∗
µ(q) = λq − Λµ(λ).On pro
ède de la même façon pour démontrer 
ette propriété dans le 
as où λ ≤ 0 et Λ∗

µ(q) = λq−Λµ(λ).Montrons-la maintenant, dans le 
as où Λ∗
µ(q) > λq − Λµ(λ).Si q ≥ p, alors d'après le lemme 2.1 , (ii), on sait que Λ∗

µ est une fon
tion 
roissante sur [p,∞).Par 
onséquent, il va exister une suite (λℓ)ℓ 
roissant vers +∞ et telle que (λℓq −Λµ(λℓ))ℓ 
roissevers Λ∗
µ(q).On peut remarquer, par théorème de 
onvergen
e dominée, que :

∫ q

−∞

eλℓ(x−q)dµ(x) −−−→
ℓ→∞

0Ainsi
∫ +∞

q

eλℓ(x−q)dµ(x) =

∫

R

eλℓ(x−q)dµ(x) −
∫ q

−∞

eλℓ(x−q)dµ(x)

= eΛµ(λℓ)−λℓq −
∫ q

−∞

eλℓ(x−q)dµ(x)

= e−(λℓq−Λµ(λℓ)) −
∫ q

−∞

eλℓ(x−q)dµ(x)Don
 : ∫ +∞

q

eλℓ(x−q)dµ(x) −−−→
ℓ→∞

e−Λ∗

µ(q)Or 
e
i est possible seulement si µ((q,∞)) = 0. En e�et, si on suppose µ((q,∞)) > 0 alors ∀ℓ ∈ N,si ε > 0 :
∫ +∞

q

eλℓ(x−q)dµ(x) =

∫ q+ε

q

eλℓ(x−q)dµ(x) +

∫ ∞

q+ε

eλℓ(x−q)dµ(x)

≥
∫ q+ε

q

eλℓ(x−q)dµ(x) + eελℓµ((q,∞)) −−−→
ℓ→∞

∞Ce qui est absurde. On a don
 de plus que µ({q}) = e−Λ∗

µ(q).D'où µn({(q, q, ...q)}) = µ({q}) × µ({q}) × ...µ({q}) = e−nΛ∗

µ(q).Ainsi µn({q}) ≥ e−nΛ∗

µ(q). On retrouve alors la propriété (2).On pro
ède de la même façon, si q ≤ p.Finalement, on a montré que :Si q ∈ R, δ > 0,
lim inf
n→∞

1

n
ln (µn ((q − δ, q + δ))) ≥ −Λ∗

µ(q)Ce qui signi�e que pour tout ensemble ouvert, on a 
ette inégalité.Or Γ ⊂ R, don
 Γ̊ est un ouvert de R, et 
omme µn(̊Γ) ≤ µn(Γ), alors :
− inf

Γ̊
Λ∗

µ ≤ lim inf
n→∞

1

n
ln(µn(Γ))Ce qui termine la démonstration ! 8



4 Con
lusionL'introdu
tion de la probabilité µ̃ a permis d'avoir une probabilité d'espéran
e q, et don
 detransformer le 
omportement "déviant" en 
omportement "normal", i.e. on a pu lui appliquerla loi des grands nombres. Dans la théorie des grandes déviations, on utilise souvent 
e type dedémonstration pour en
adrer une expression :� on la minore à l'aide de 
e fa
teur de Radon-Nikodym.� on la majore à l'aide de l'inégalité de Markov.
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