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1 Introduction

Les lois des grands nombres permettent d’étudier les limites de suites de variables aléatoires
au niveau de leur espérance commune. Le théoréme central limite affine un peu la loi des grands
nombres en étudiant ces suites pour des valeurs s’écartant de ’espérance d’au plus la variance. La
théorie des grands déviations va chercher & étudier le comportement de ces suites au dela de ces
valeurs.

Soit p une mesure de probabilité sur R et, si n > 1, posons p” = 4 ® ... ® u. On note uy, la loi
—_——
1 n fois
de la variable aléatoire X,, : € R" — — Z?Zl x; pour la probabilité u™. Notons que si l'identité
n

est p—intégrable, alors d aprés la loi faible des grands nombres X,, converge en probabilité vers
p = E(idr) = [ zdu(x), donc p, converge faiblement vers 6.

2 Fonction génératrice du moment logarithmique

2.1 Définition, exemples

Définition 2.1 (Semi—continuité inférieure)

Soit (X, 7) un espace topologique.

Soit f: X — R.

[ est dite semi—continue inférieure si Vo € R, f~1((a,00]) = {f > a} € 7.

U] Dans le cadre métrique, cette définition est équivalente a la suivante : pour tout x € X et pour
toute suite (x,), de X convergeant vers z, liminf,, f(z,) > f(z).

Définition 2.2 (Fonction génératrice du moment logarithmique)

Soit A € R. On pose :
Au(A) =In ( / e*qdu(q))
R

Exemples :

1. Sipu=N(m,o?):

VAeR, Ay(A) =In

2. Sip=B(n,p), pe(0,1):



3. Sip=£&®1):
VA€ R\ {1}, A,(\) =In (/OOO e“—l)”ﬂdx)
n([55)

| i e()\—l)z 1
=In( lim -
z—oo A — 1 A—1

. . _ o0 Si)\z 1
Ainsi A, () = { —In(1—\) siA<1

Proposition 2.1
A, est une fonction semi—continue inférieure conveze.

PREUVE :
— Pour la semi-continuité, on montre que {A, < a} est séquentiellement fermé a I’aide du
théoréme de convergence dominée et de la continuité du logarithme.
— Soit A € [0, 1] et soient a,b € R. Alors :

A,(Aa+ (1 =X\)b) =1In ( /R e)‘“qe(l_)‘)quu(q))

=1In (( /R eaqdu(q))/\ < /R equu(q)) 1A> par inégalité de Holder (p = %)
An (/R e“qdﬂ(q)> +(1—=X)In (/R e”qdu(q))

D’otu la convexité.

2.2 Transformée de Legendre de A,, quelques lemmes

Considérons & présent la transformée de Legendre A}, de A, i.e

Vo € R, Aj(z) = sup (Az — Ay (N))
AER

0 A7, est semi-continue inférieure convexe.
Exemples :
L. Sip=N(m,o?):
by 2
Fixons x € R et posons f: A€ Ri—= Az — A, (N) = A (z —-—m — %) Une breéve étude de f

. . . . s r—m
nous apprend qu’elle atteint son maximum en son unique point critique et donc que

o2
2
Aj(z) =

(z —m)
202
2. Sip=B(n,p), pe(0,1):

v A
Aj () = sup{\z —nln(1 —p +pe”)}

Soit ¢(\) = Az — nIn(1 — p + pe?)
Alors
T — pr + pze/\ — npe/\

d)/(/\): 1_p+p€)\

Plusieurs cas se présentent :



—z>0etz<n
Alors gb’()\):O@A:ln( I—W)

p(n—=)
¢ étant croissante puis décroissante au voisinage de ce point, elle y atteint bien son maxi-

mum.
T — px T — px
A* =In{— ) —nln(1-
=i () (e )
—z>0etzxz>n

Donc
Alors ¢’ ne s’annule pas, et ¢’ > 0, donc

Aj(x) = 400

—x>0etz=n
Alors ¢’ ne s’annule pas, et ¢’ > 0 donc

A; () = —nlnp)

-—x<0
Alors ¢’ ne s’annule pas, et ¢’ < 0 donc

AZ(Z‘) = 400

Finalement,

+00 sizx <0

T—px - . T—px .
Al () = In (p(niz)) nln (1 p+ L= ) siz e (0,n)

—nln(p) siz=mn

400 six>n
3.Sipu=E01):

De la méme fagon que précedemment, si on pose, pour x € R fixé, f : A — Az + In(1 — \)
on remarque que si x < 0 alors sup f = oo et que sinon f atteint son maximum en son seul
00 sizx <0

. . 1 e Ak
point critique . + 1 d'ot A} (x) = |+ 2 — In(a) G20

Remarque :  Soit p € R. On pose i, = 6y * p. Alors A}, = Ay (- —p).
PREUVE : Commencons par remarquer que si A € R,

A, (A) =In ( /R ekqdup(q))
=In ( /R /R ekqlemdu(m)d%(qz))

=In </ e </ equdép(q2)> dﬂ(ql)) par théoréme de Fubini
R R

=In <e/\p /}R e/\qldu(ql))

= >‘p + Auo\)
Soit z € R. Alors :

A (z —p) = sup{A(z —p) = Au(N) [ A € R}
=sup{Az — A, (A) [N e R}

D’ou le résultat.

Lemme 2.1
Soit ;1 une mesure de probabilité sur R. Alors :

(i) A, >0
(i) Si [, |x|dpu(z) < co et si on pose p = [, xdu(x) alors :



- AL(p) =0
— A, est croissante sur [p,00) et décroissante sur (—oo, p]

- Vg >p, A (q) =sup{Ag — A,(A) | A > 0} et u([g, 00)) < exp(—Aj(q))
= Vg <p, Aj(q) = sup{Ag — Au(A) [A < 0} et p((—00,q]) < exp(— A 1(a)

(i) Si A, < oo au voisinage de 0 alors A} (z) — oo quand |z| — oo.
A (=)

(iv) Si A, < oo surR alors A, € C*(R) e z]
x

— OQ.

PREUVE :
i) Comme Ax — A, (\) s’annule pour A = 0 et tout z € R, A* > 0.
w 2
ii) Supposons que z|du(x) < co. Par inégalité de Jensen, on obtient que :
R

R 4,00 =t [ auta)) = ([ 1@nau) =2 ( [ aduto))

VYA ER, Ay(N) > Ap (1)

u(
)

D’ou :

En particulier, ceci montre que VA € R, Ap — A
positive et convexe, ceci prouve donc que A} (p
décroissante sur (—oo, pl.

A) < 0 et donc que A7, (p) < 0. Or, A}, étant
= 0 et que A}, est croissante sur [p, o) et

Pour terminer la preuve du (ii), remarquons que, par 1, si ¢ > p, A} (q) = sup{A\g—A,(\) | A > 0}
et si ¢ <p, A (q) =sup{A\g— A,(N) [ A < 0}. Si g > p, on définit la variable aléatoire X telle
que Px = p. Alors;si A € R :

E(eM) = / Mdp(g) = ™
R
Donc :

1(lg, 00)) = u(X = q)
= (e >eM)YA >0

E(eM . .
( v par inégalité de Markov
(&
— e~ ML)

Ainsi, comme A}, (q) = sup{Ag—A,(A) | A > 0}, onaque Ve > 0, IA. > 0 tel que A}, (q)—e < AcqgAu(Ae).

En appliquant le résultat précédent & A = A. on obtient en faisant tendre ¢ vers 0 que

1([g, 00)) < exp(—AJ(g)). On procéde de méme pour g < p.

A* A*
”(z) > X (resp. liminf ”(x)
x x

Supposons ensuite que VA € R, A,(A) < co. Soit § > 0. On pose :

fi(=6,6) —
A= Au(A)

(iii) et (iv) Notons tout d’abord quesi A > 0 (resp. A < 0) alors lim sup

<A

Alors, comme sur (-4, 9),

o0
A n
Vg € R, exp(Aq) = Z ( :Z') avec convergence uniforme,
n=0 ’

on a, par convergence dominée que :

VA € (=6,0), A 1D<Z /q 1(q )

Or, par hypothése, le membre de droite de cette inégalité est fini et donc fR q"du(q) < oo
donc, par développement en série entiére du logarithme, A, est développable en série entiere
sur (—0,6). Ainsi, A, est développable en série entiére sur R donc de classe C>°.



Lemme 2.2
Si [ |x|dp(z) < oo, alors pour tout fermé F C R,

lim sup — 1n(,un(F)) < —i%fAZ

n—oo N
PREUVE : Soit p = [ du(x).

1

On remarque tout d’abord que [ |z|dpn (2) = [p. |21+ - An|—dp(zr) ... dp(zn) < [p |zldu(z) <
n

et que pour tout n > 1, p = [, xdp,(z).

Posons A, (A) = Ay, (N). Alors :

In (/R eAqdun(q)) —In (/ exp </\zn: %) du(qr) du(qn)>
X

=1
In (
nln (
nhA, <

eA

:I-a

A

(&

)

du(q ) ) par théoréme de Fubini

S—

du(q

S>>

Ainsi, on a A, (\) = nA#(%).

Dans ce cas, on a aussi :
A =sup(Ax — Ap,(A\), A €R)

=sup(Axr —nA,(=), A € R)

A
n

A
om

= sup(n(*2 ~ A,(2) A € R)

%))\ER)

= nsup(& —Au(
n

Donc A}, = nAj,.
Supposons maintenant que q > p.
Alors si on applique le (ii) du lemme 2.1 & la mesure de probabilité u,, on a :

pin([g, +00]) < exp(—Aj(q)) = exp(—nA;(q))

Ainsi, comme A}, est croissante sur [p, +-00[ (resp. décroissante sur | — oo, p]), alors si F' C [p, +-00],
on a:

fin(F) < pn(lg, +oo[) < exp(—nAj)
ie
In(un(F)) < A
Donc 1
L (F)) < A
D’ou
lim sup — ln(,un( ) < fiI}fAZ

n—+4oo N

Si q < p, on obtient un résultat analogue.
Supposons maintenant, que F' N [p, +oo[#£ () et que FN] — oo, p] # 0.



On pose : ¢t =inf(x > p,x € F) et ¢~ = inf(z < p,x € F).
Alors :

pn(F) < pin ([a%,00)) + pn ((—00,¢7])  car F = F 1 [p,00) | JF N (=00,p] = g%, 00) U (—00,q7]
< exp(—nAy; (7)) +exp(—nA; (7))
< 2exp(—nir}fAZ)

Ainsi, par croissance du logarithme

(In (n(F)) < — (1n(2) — ninf A7,)

S|
S|

Ici encore, on obtient le résultat voulu.
Donc, on a bien pour tout fermé F C R

1
lim sup — In(u, (F)) < — irﬁlf A%

n—oo N

3 Théoréme de Cramér

3.1 Enoncé du théoréme

Théoréme 3.1 (Cramér)

St A, (XN) < oo, pour tout A € R, alors pour tout ensemble mesurable ' C R, on a :

T . 1 e
- Hi}fA“ < hnnigf - In(p,(T)) < 11713LSOL:)p - In(un () < — Hflf A7

3.2 Démonstration du théoréme de Cramér

Soit I' C R un ensemble mesurable.
Alors, on a :

1 1
lim inf — In (4, (T")) < lim sup — In (p, (T))

n—oo n n—oo N

Comme I' ¢ R, alors T est un fermé de R.

De plus, on sait que :
/ Mdp(g) < / Mdp(q)
R+ R
Dot [, eMldu(q) < oco.

Ainsi, par inégalité de Jensen, on a :

/Rquldu(q) <In (/Re”du(tn)

Donc, comme A, (X) < 00,V € R, alors [ |g|du(g) < oo.
On peut alors appliquer le lemme précédent & T et sachant que p,(I') < u,,(T), alors :

1

limsup — In 1, (I') < —inf A},
n—oo N T

Il nous reste alors & montrer que :

1
—inf Aj, <liminf - In(p,(T))

T n—oo

Pour ce faire, montrons le résultat suivant :
SigeR,§>0,

limin ~ 1n (s, ((q — 6.4+ 6))) > —A%(q) ()

n—oo N



Supposons tout d’abord qu’il existe A € R, tel que Ay (q) = Ag — A, (A).
Az

N e
On pose : dji(x) = md,u(x).
Comme [, |z|du(x) < oo, alors [, |x]dfi(x) < oo et :

ekz
xdp(x) = / r———du(r)
/]R ( ey (
1 Az

Par théoréme de dérivation sous le signe intégral, on a :

dy )= Jr ae*dp(q)
dt™ " J €'dp(q)
D’ou :
d Mg
Ay :J}RqeA p(g)
dt "y JpeMdn(g)
 Jpae*dulq)
Y
On obtient :
d 1
— A, (t :—/:ce)‘zdu:c
G0 =i [t
— [ wdito)
R
Donc : J
G0 = [ aanta) 3)
dt e

Soit f :t+—— tg—A,(t). On a supposé que cette fonction atteignait son maximum en A. Ainsi, on
a:

d
(g Al)| =0 (4)
Ainsi :
. d
[ i) = Gau0)  par @)
R dt Y
= Ltg) ar (4)
B dt 1 t=\ P
=q
Donc

/R vdi(x) = q

— . 1 ~ s
De plus, on sait que i, est la loi de x —— — 3" | x; sous 1", donc d’aprés la loi faible des grands
n
nombres i, = §, (convergence faible), d’ou :
i (4= 6,4+ 8) —— 0, (4= 6,4+0) =1
De plus,
eAM()‘)

pn (¢ =0,¢+0)) = ——in (¢ = 6,4 +9))

Par décroissance de I'exponentielle pour A >0 et x € (¢ —d,g+J), on a:

A
pn ((g—96,q+9)) > g i) Hn ((g—=96,9+9))

> e~ Nt M (g — 6,9+ 6))



DouVn>1,0n a:
ftn ((q = 0,q + 6)) > e "MaTI=MONEE (g — §,q + 5))

ie

Y

g (g - 8,04 0)) 2 ~(\@ +8) ~ AuN) + I (g — 6,0+ 9)

> —(As(a) + M)+ = Infhs ((a — 6,0+ )

D’ou : 1
liminf —In i (¢ — 6,¢ +0)) = —A},(¢) — Ad = —A}(q)
n—oo N
On a donc ainsi démontré la propriété (2) , dans le cas ot A > 0 et Aj(q) = Ag — Ay (N).
On procede de la méme fagon pour démontrer cette propriété dans le casoit A < 0 et A7 (q) = A\g—A,(N).
Montrons-la maintenant, dans le cas ot A% (q) > Ag — A, ().
Si ¢ > p, alors d’apreés le lemme 2.1, (ii), on sait que A}, est une fonction croissante sur [p, o).
Par conséquent, il va exister une suite (A¢), croissant vers +oo et telle que (A¢g — A, (X)), croisse
vers A% (q).
On peut remarquer, par théoréme de convergence dominée, que :

q
/ e/\e(z—q)du(x) -0

L—o00

Ainsi
+oo q
/ M@= D gy () = / e @=D dyy () 7/ e M@= dyy ()
q R —o0
— M) =Aeq _ /q e)“"(mf'J)d,u(:E)
- q
o= (=2 (30) _/ M=)y ()
Donc :

{—00

—+oo
/ eAg(z—q)du(x) e—A;(Q)
q

Or ceci est possible seulement si u((q,00)) = 0. En effet, si on suppose p((g,00)) > 0 alors V¢ € N|
sie >0:

+o00 q+e oo
/ AT D dyy () :/ ME=D dp(z) +/ eME=D dp(x)
q

q q+e

a+e
= / M Ddp(x) + M p((q, 00)) —— o0
q

L—o00

Ce qui est absurde. On a donc de plus que u({q}) = e (@,
Do 1" ({(q. ¢, --a)}) = u({a}) x n{a}) x ..u{a}) = e 2.
Ainsi g, ({q}) > e (@ On retrouve alors la propriété (2).
On procéde de la méme fagon, si ¢ < p.
Finalement, on a montré que :
SigeR,d>0,
timint © 1o (s (0 — 6,0+ 5))) > —A;(a)

n—oo N

Ce qui signifie que pour tout ensemble ouvert, on a cette inégalité.

o

Or T C R, donc T est un ouvert de R, et comme 1, (T") < p1,(T), alors :

1
—inf A% < liminf — In (g, (T
mf A, < lim inf - In (pn (1))

Ce qui termine la démonstration !



4 Conclusion

L’introduction de la probabilité & a permis d’avoir une probabilité d’espérance g, et donc de
transformer le comportement "déviant" en comportement "normal", i.e. on a pu lui appliquer
la loi des grands nombres. Dans la théorie des grandes déviations, on utilise souvent ce type de
démonstration pour encadrer une expression :

— on la minore & I'aide de ce facteur de Radon-Nikodym.

— on la majore & l’aide de I'inégalité de Markov.



