
Prépa ENS Ca
han � D2 Kh�lle 6 2010�2011Exer
i
e 1Soit (E, 〈, 〉) un espa
e eu
lidien et soient x, y ∈ E. En 
onsidérant le trin�me en λ ∈ R 〈x+λy, x+λy〉,démontrer que :
〈x, y〉 ≤ ‖x‖‖y‖Exer
i
e 2Soit X une variable aléatoire dis
rète dé�nie par :

∀0 ≤ k ≤ n, P(X = k) = aCk
n1. Cal
uler a.2. Cal
uler E(X).Exer
i
e 3Soit P le plan de R

3 d'équation :
2x+ y + z = 01. Déterminier P⊥.2. Soit u ∈ R

3. Cal
uler d(u, P ).Exer
i
e 4Soit X une variable aléatoire sur un espa
e probabilisé (Ω,F ,P) telle que :
∀t ∈ R, P(X ≤ t) =

∫
(−∞,t]∩[0,1]

dt1. Soit x ∈ R. Cal
uler P(X = x).2. Déterminer la fon
tion de répartition de X .3. Soit p ∈ (0, 1) et soit Y = 1{X≤p}. Déterminer la loi de Y .
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Prépa ENS Ca
han � D2 Kh�lle 6 2010�2011Exer
i
e 1Soient F,G deux s-e.v d'un espa
e eu
lidient E. Démontrer que :
(F ∪G)⊥ = (F +G)⊥ = F⊥ ∩G⊥Exer
i
e 2On suppose que le nombre M de mutations subies par l'ADN d'un individu (par exemple vous)suit une loi de Poisson P(λ) (i.e ∀k ≥ 0, P(M = k) = e−λ λk

k! ). Étant une mutation, il existe uneprobabilité p (indépendante de M) qu'elle se �xe et don
 a�e
te les 
ellules �lles.1. Déterminer la loi du nombre F de mutations �xées sa
hant M = k.2. En déduire la loi de F .3. Cal
uler E(F ) et Var(F ).Exer
i
e 3Soit X une variable aléatoire sur un espa
e probabilisé (Ω,F ,P) telle que :
∀t ∈ R, P(X ≤ t) = 1− e−λtSoit p ∈ (0, 1) et soit Y = 1{X≤p}. Déterminer la loi de Y .Exer
i
e 4Soit (E, 〈, 〉) un espa
e eu
lidien. On appelle appli
ation symétrique toute appli
ation f : E → Evéri�ant :

∀x, y ∈ E, 〈f(x), y〉 = 〈x, f(y)〉1. Prouver qu'une appli
ation symétrique est linéaire.2. Soit B une base orthonormale de E. Démontrer qu'un endomorphisme de E est symétriquesi et seulement si sa matri
e dans la base B est symétrique.
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Prépa ENS Ca
han � D2 Kh�lle 6 2010�2011Exer
i
e 1Soit X une variable aléatoire sur un espa
e probabilisé (Ω,F ,P) dé�nie par :
∀k ≥ 1, P(X = k) = µ

1

5kDéterminer µ.Exer
i
e 2Pour deux variables aléatoires dis
rètes réelles X,Y , on dé�nit :
〈X,Y 〉 = E(XY )− E(X)E(Y )On admet que 
ette formule dé�nit bien un produit s
alaire.1. Pour X v.a.r dis
rète, déterminier ‖X‖. Que remarque-t-on ?2. Soit X une v.a.r dis
rète. Cara
tériser X⊥.Exer
i
e 3Soit X une variable aléatoire sur un espa
e probabilisé (Ω,F ,P), de loi de Poisson P(λ). Onrappelle (à tout hasard) que 
ela signi�e que la loi de X est :

PX :=

∞∑
k=0

e−λλ
k

k!
δk1. Cal
uler E(X) et Var(X).2. Soit Y ∼ P(µ) indépendante de X . Déterminer la loi de X + Y .Exer
i
e 4Soient F,G deux s-e.v d'un espa
e eu
lidient E. Démontrer que :

(F ∩G)⊥ = F⊥ +G⊥Indi
ation : On pourra admettre que (F +G)⊥ = F⊥∩G⊥ (on pourra aussi le démontrer, 
e n'estpas ex
essivement di�
ile . . . ).
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