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Référen
e :

� [Zui02℄, p. 152�154

Prérequis :

� espa
es C∞(R,S ′(Rn)).

Commençons par 
onventionner

1

; pour v ∈ S(Rn) on pose :

Fv : x 7→
1

(2π)n

∫

Rn

ei〈x,ξ〉v(ξ)dξ et v̂ := Fv : x 7→

∫

Rn

e−i〈x,ξ〉v(ξ)

On a alors FF = FF = idS(Rn). On étend 
es deux opérateurs à S ′(Rn) par le pro
édé standard

〈Tg, ϕ〉 := 〈g, Tϕ〉.

Proposition 1

Soit g ∈ S ′(Rn).
Alors il existe une unique solution u = (ut)t∈R ∈ C∞(R,S ′(Rn)) au problème suivant :

{
∂tu− i∆u = 0 dans D′(R× R

n)
u0 = g

(1)

Démonstration :

� Existen
e. Pour t ∈ R, posons ut := F(e−it‖.‖2

ĝ). Cette expression a un sens 
ar ĝ ∈ S ′(Rn)
et on a même ut ∈ S ′(Rn). De plus u0 = g et et on a bien u ∈ C∞(R,S ′(Rn)).
De plus on a :

∀ψ ∈ S(R× R
n), 〈∂tu− i∆u, ψ〉 = −〈u, ∂tψ − i∆ψ〉

= −

∫

R

〈ut, ∂tψ(t, .) + i∆ψ(t, .)〉dt

= −

∫

R

〈F(e−it‖.‖2

ĝ), ∂tψ(t, .) + i∆ψ(t, .)〉dt

= −

∫

R

〈e−it‖.‖2

ĝ,F(∂tψ(t, .) + i∆ψ(t, .))〉dt

= −

∫

R

〈e−it‖.‖2

ĝ, (∂t − i‖.‖2)(F(ψ(t, .))〉dt

= −

∫

R

〈ĝ, e−it‖.‖2

(∂t − i‖.‖2)(F(ψ(t, .))〉dt

Remarquons à présent que, pour tous t ∈ R et ξ ∈ R
n
:

∂t(e
−it‖ξ‖2

F(ψ(t, .))(ξ)) = e−it‖ξ‖2

((∂t − i‖ξ‖2)F(ψ(t, .))(ξ))

D'où :

∀ψ ∈ S(R× R
n), 〈∂tu− i∆u, ψ〉 = −

∫

R

〈ĝ, ∂t(e
−it‖.‖2

F(ψ(t, .)))〉dt

= −

∫

R

∂t〈ĝ, e
−it‖.‖2

F(ψ(t, .))〉dt par dérivation sous le signe intégral

= − lim
N→∞

[〈ĝ, e−it‖.‖2

F(ψ(t, .))〉]t=N
t=−N

1. Vous avez ma promesse qu'il n'y aura au
un dépassement d'honoraires.
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Or, par passage à la limite sous le signe intégral on a :

∀ξ ∈ R, F(ψ(t, .))(ξ) −−−→
t→∞

0

Et don
 un nouveau passage à la limite sous le signe intégral nous donne :

∀ψ ∈ S(R × R
n), 〈∂tu− i∆u, ψ〉 = lim

N→∞
[〈ĝ, e−it‖.‖2

F(ψ(t, .))〉]t=N
t=−N = 0

Ainsi, u est bien une solution du problème ( 1 ).

� Uni
ité. Commençons par remarquer que la di�éren
e de deux solutions de ( 1 ) est une

solution u ∈ C∞(R,S ′(Rn) du problème suivant :

{
∂tu− i∆u = 0 dans D′(R× R

n)
u0 = 0

(2)

Montrer l'uni
ité de la solution au problème ( 1 ) revient don
 à montrer que 0 est l'unique

solution du problème ( 2 ). Soit don
 u une solution de ( 2 ) ; on a alors :

∀ψ ∈ S(R× R
n), 0 = 〈∂tu− i∆u, ψ〉

= −〈u, (∂t +∆)ψ〉

= −

∫

R

〈ut, (∂t +∆)ψ(t, .)〉dt

= −

∫

R

〈ut, ∂tψ(t, .)〉dt −

∫

R

〈ut,∆ψ(t, .)〉dt

Or (par la relation ( 6 ), 
f. infra) :

∂t〈ut, ψ(t, .)〉 = 〈u
(1)
t , ψ(t, .)〉+ 〈ut, ∂tψ(t, .)〉

Ergo :

0 =

∫

R

∂t〈ut, ψ(t, .)〉dt +

∫

R

〈u
(1)
t , ψ(t, .)〉 − i〈ut,∆ψ(t, .)〉dt

De la même façon que pré
édemment on montre que, 
omme ψ(t, ξ) −−−→
t→∞

0 :

∫

R

∂t〈ut, ψ(t, .)〉dt = 0

Et don
 on a : ∫

R

〈u
(1)
t , ψ(t, .)〉 − i〈ut,∆ψ(t, .)〉dt = 0 (3)

De plus, on véri�e que F(u
(1)
t ) = F(ut)

(1)
:

∀ϕ ∈ S(Rn), ∀t ∈ R, 〈F(u
(1)
t ), ϕ〉 = 〈u

(1)
t , ϕ̂〉

= drt〈ut, ϕ̂〉+ 〈ut, ∂tϕ̂︸︷︷︸
=0 (indépendan
e en t)

)〉

= ∂t〈ût, ϕ〉

= 〈ût
(1)
, ϕ〉+ 0 par ( 6 )

Ainsi, d'après ( 3 ) on a (en utilisant l'identité 〈T, ϕ〉 = 〈FT,Fϕ〉) :

∫

R

〈ût
(1)
,Fψ(t, .)〉 + i〈ût, ‖.‖

2Fψ(t, .)〉dt = 0 (4)

Soient ϕ ∈ S(Rn) et χ ∈ S(R) ; la relation ( 4 ) s'applique alors à ψ ∈ S(R × R
n) telle que

Fψ(t, ξ) = eit‖ξ‖
2

ϕ(ξ)χ(t), 
e qui nous donne :

∀ϕ ∈ S(Rn), ∀χ ∈ S(R),

∫

R

〈(ût
(1)
, eit‖.‖

2

ϕ〉+ i〈ût, ‖.‖
2eit‖.‖

2

ϕ〉)χ(t)dt = 0 (5)
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Or :

∂t〈ût, e
it‖.‖2

ϕ〉 = ût
(1)
, eit‖.‖

2

ϕ〉+ i〈ût, ‖.‖
2eit‖.‖

2

ϕ〉

Ainsi la distribution t 7→ ∂t〈ût, e
it‖.‖2

ϕ〉 est nulle dans S ′(R) don
 t 7→ ∂t〈ût, e
it‖.‖2

ϕ〉 est

nulle presque partout sur R (et don
 nulle partout 
ar de 
lasse C∞
). Ainsi on a :

∀t ∈ R, 〈ût, e
it‖.‖2

ϕ〉 = 〈û0, ϕ〉 = 0

Pour �nir, �xons t0 ∈ R et θ ∈ S(Rn), avant de poser ϕ : ξ 7→ e−it0‖ξ‖
2

θ(ξ) ∈ S(Rn). On a

alors 〈ût0 , e
it0‖.‖

2

ϕ〉 = 0 i.e 〈ût0 , θ〉 = 0 don
 ût0 = 0 don
 ut0 = 0. In �ne on a bien u = 0.

Détails supplémentaires :

� L'espa
e C∞(R,S ′(Rn)) s'inje
te dans S ′(R× R
n) via la formule :

〈u, ψ〉 :=

∫

R

〈ut, ψ(t, .)〉dt

� Transformée de Fourier de l'opérateur ∂t + i∆. Un théorème de dérivation sous le signe

intégral nous montre que ∂t et F 
ommutent. En 
e qui 
on
erne le lapla
ien, le résultat

dé
oule du fait que F(∂xi
ψ) = −iξiFψ.

� On trouve le lemme suivant dans [Zui02℄, p.61 :

Lemme 1

Soit T ∈ C∞(R,S ′(Rn)).
Alors pour tout t ∈ R il existe T (1) ∈ C∞(R,S ′(Rn)) tel que :

∀ϕ ∈ S(Rn), ∀t0 ∈ R, ∂t(〈Tt, , ϕ〉)(t0) = 〈T
(1)
t0
, ϕ〉

Si de plus ψ ∈ S(
R× R

n) on a la relation suivante :

∂t〈Tt, ψ(t, .)〉 = 〈T
(1)
t , ψ(t, .)〉+ 〈Tt, ∂tψ(t, .)〉 (6)
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