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Référence :

~ [Zui02], p. 152-154
Prérequis :

— espaces C*(R, S’ (R™)).

Commencons par conventionner ! ; pour v € S(R™) on pose :
)

Fv:x— —/ eXT ) y(€)dE et T = Fu: x> e H@8y(€)
(27T)n n R™

On a alors FF = FF = idggn). On étend ces deux opérateurs & S’'(R™) par le procédé standard
(Tg,¢) = (9, Tp)-

Proposition 1

Soit g € S'(R™).

Alors il existe une unique solution u = (u)ier € C°(R,S'(R™)) au probléme suivant :

{ 0w — iAu =0 dans D' (R x R™)
Uup =g

(1)
DEMONSTRATION :
— . 2 . ~
~ Eristence. Pour t € R, posons u; := F (e I1"g). Cette expression a un sens car g € S'(R")

et on a méme u; € S'(R™). De plus up = g et et on a bien u € C* (R, S'(R™)).
De plus on a :

Vi € SR x R™), (Qyu — iAu, ¥) = —(u, dyp — iAY)
= — /R<ut, o (t,.) + iAP(t,.))dt
=— /Ru_f(e*“Wg), Ab(t,.) + iAp(t,.))dt
_ /R<e*“”v”2§, F@ub(t,.) + iAG(E, )))dt
== [ G 0= i F e, )y
= [@e I @ il Fwie, e

Remarquons & présent que, pour toust € Ret £ € R :

(e EF(p(t, ) () = eI (8, — i[|€) ) F (W (t,.))(€))

D’ou :
Wip € S(R x R™), (D — i, ) = —/@, (e P T (t, )t
R
=— / 0y(g, e "I F(p(t, .)))dt par dérivation sous le signe intégral
R

= — lim [<’g\,€—z‘t|\-”2?(w(t’ ))Hiz]lfN

N —o00

1. Vous avez ma promesse qu’il n’y aura aucun dépassement d’honoraires.



Or, par passage a la limite sous le signe intégral on a :

VEER, F((t,)() ——0

t—o00

Et donc un nouveau passage a la limite sous le signe intégral nous donne :
Vi € SR x B"), (O — ifu, ) = Jim [(G, e~ M F (e, )iy =0
—00

Ainsi, u est bien une solution du probléme ( 1).
Unicité. Commencons par remarquer que la différence de deux solutions de ( 1 ) est une
solution u € C*°(R, S’(R™) du probléme suivant :

{ Ovu —iAu = 0 dans D' (R x R™) @)

UOZO

Montrer I'unicité de la solution au probléme ( 1 ) revient donc & montrer que 0 est I'unique
solution du probléme ( 2 ). Soit donc w une solution de ( 2 ); on a alors :

Vi € S(R x R™), 0 = (Qru — iAu, )
= —(u, (0 + A)y)

=~ [ @+ Ayt
:—/(ut,atw(t,.))dt—/(ut,Aw(t,.))dt
R R

Or (par la relation ( 6 ), cf. infra) :

Oy (ug, (t,.)) = WS (¢, ) + (g, Ob(t,.))
Ergo :

= (1) — (U .
o_A@wwm»w+Awt,ww (ur, Adp(t, )t

De la méme fagon que précédemment on montre que, comme (¢, ) —— 0 :

t—o0
/at@t,w(t,.»dt —0
R
Et donc on a :
[ e, = itur, A e =0 3)
R
De plus, on vérifie que F(ul") = F(u,)® :
n (1) _ (1) A
Vo € S(R"), Vt € R, (F(u; '), ) = (uy’, @)
= dri(us, @) + (uy, 0 p )
—

=0 (indépendance en t)

= 8t<ﬁt,$0>
= (@, ) + 0 par (6)

Ainsi, d’aprés (3 ) on a (en utilisant Iidentité (T, p) = (FT, Fp)) :
[@Fo(t,0) + il Tt e = 0 @
R

Soient ¢ € S(R™) et x € S(R); la relation ( 4 ) s’applique alors & ¢ € S(R x R™) telle que
Fuo(t, €) = etlEl (€)X (t), ce qui nous donne :

Vi € S(R"), Vx € S(R), /R<(@(”, M) i@, |2 )yt =0 (5)



Or:
at<,a\t7eit||-||290> — @(1)7eit||.||250> + (i, ||.||26it|\.|\280>

Ainsi la distribution ¢ — 0, (i, ¢'lI-1°0) est nulle dans &'(R) donc ¢ — 8y (ay, el ) est
nulle presque partout sur R (et donc nulle partout car de classe C°°). Ainsi on a :

VteR, (@, e o) = (@g,¢) =0

Pour finir, fixons t, € R et 6 € S(R™), avant de poser ¢ : & — e~ llEI’g(¢) € S(R™). On a
alors (i, eioll-1° o) = 0 i.e (ig;,0) = 0 donc iz, = 0 donc uy, = 0. In fine on a bien u = 0.

Détails supplémentaires :
— L’espace C*° (R, §'(R™)) s’injecte dans §’'(R x R™) via la formule :

(u, ) = / (ur (8, )t

— Transformée de Fourier de l'opérateur 0; + iA. Un théoréme de dérivation sous le signe
intégral nous montre que 0; et F commutent. En ce qui concerne le laplacien, le résultat
découle du fait que F(0,,v) = —i&F.

— On trouve le lemme suivant dans [Zui02], p.61 :

Lemme 1
Soit T € C*(R,S'(R™)).
Alors pour tout t € R il existe T € C®(R,S'(R™)) tel que :
Vo € S(R™), Vg € R,  8:((Ty,, 9))(to) = (T, )

Si de plus 1) € S(R x R"™) on a la relation suivante :

BTy, (t,.)) = (T, (t, ) + (T, p(t,.) (6)
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