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Référene :

� [Per96℄, p. 27�28

Prérequis :

� théorème de Sylow.

Proposition 1

Soient p, q deux nombres premiers tels que p < q.
Alors :

(i) si p ∤ q − 1 tout groupe d'ordre pq est ylique ;

(ii) si p | q − 1 il existe exatement (à isomorphisme près) deux groupes d'ordre pq : le groupe

ylique et un produit semi�diret non abélien.

Démonstration : Soit G un groupe d'ordre pq. Si on note cq le nombre de q�Sylow de G, le
théorème du éponyme nous a�rme que cq|p et cq ≡ 1[q]. De fait cq = 1 et don l'unique q�Sylow
Sq ∼= Z/qZ de G véri�e Sq ⊳G. De fait, si on se donne un p�Sylow Sp ∼= Z/pZ de G on a, omme

|G| = |Sp||Sq| et Sp ∩Sq = {e} que G ∼= Sq ⋊ϕ Sp ∼= Z/qZ⋊ϕ Z/pZ ave ϕ un morphisme de Z/pZ
dans Aut(Z/qZ).

Soit don ϕ un morphisme de Z/pZ dans Aut(Z/qZ) ∼= Z/(q − 1)Z. Alors si a ∈ Z/pZ on a

id = ϕ(pa) = ϕ(a)p et don l'ordre ω(a) de ϕ(a) divise p don ω(a) ∈ {1, p}. De plus, par théorème

de Lagrange, ω(a) | q − 1.
� Cas 1 : p ∤ q−1. Alors ω(a) = 1 et don ϕ est le morphisme trivial, e qui implique que notre

produit semi�diret est en fait diret et don G ∼= Z/qZ× Z/pZ ∼= Z/pqZ.
� Cas 2 : p | q − 1. Alors Aut(Z/qZ) ∼= Z/(q − 1)Z possède un unique sous�groupe d'ordre p,
soit H . Comme de plus |Im(ϕ)| ≤ p etp ∤ |Im(ϕ)| (ar omme ϕ est non trivial son image

possède un élément d'ordre p), on a soit |Im(ϕ)| = 1, auquel as on retombe sur le produit

diret, soit |Im(ϕ)| = p auquel as Im(ϕ) = H .

Dans e seond as, si on se donne ψ un morphisme non trivial de Z/pZ dans Aut(Z/qZ)

alors Im(ψ) = H . Alors ϕ (resp. ψ) induit un morphisme surjetif ϕ̂ (resp. ψ̂) de Z/pZ sur H .

Par un argument de ardinaux, on a que ϕ̂ et ψ̂ sont des isomorphismes et don α := ψ̂−1 ◦ ϕ̂
est un automorphisme de Z/pZ. On peut alors dé�nir l'appliation suivante :

A : Z/qZ ⋊ϕ Z/pZ → Z/qZ ⋊ψ Z/pZ

(k, l) 7→ (k, α(l))

A dé�nit lairement un morphisme de groupes injetif don bijetif (ardinaux) et don on

a bien Z/qZ ⋊ϕ Z/pZ ∼= ZZ/qZ⋊ψ Z/pZ d'où le résultat.

Détails supplémentaires :

� Cas p = 2. Le produit semi�diret Z/qZ⋊Z/2Z est alors le groupe diédral Dq. En e�et si on

pose s := (0, 1) et r := (1, 0) alors {r, s} engendre le produit semi�diret et omme le seul mor-

phisme non trivial de Z/2Z dansAut(Z/qZ) est x 7→ (−1)xid (i.e (i, j)∗(k, ℓ) = (i+(−1)jk, jℓ)
on a :

s2 = (0, 1) ∗ (0, 1) = (0, 1 + 1) = (0, 0)

rq = (1, 0)∗q = (q, 0) = (0, 0)

s ∗ r ∗ s = (0, 1) ∗ (1, 0) ∗ (0, 1) = (0, 1) ∗ (1 + (−1)0 ∗ 0, 1) = (0− 1, 0) = (−1, 0) = (q − 1, 0) = r−1

D'où le résultat.
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