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Référence :

— [Per96], p. 2728
Prérequis :

— théoréme de Sylow.

Proposition 1
Soient p,q deuz nombres premiers tels que p < q.
Alors :

(i) siptq—1 tout groupe d’ordre pq est cyclique ;
(ii) si p | q —1 il existe exactement (a4 isomorphisme prés) deux groupes d’ordre pq : le groupe
cyclique et un produit semi—direct non abélien.

DEMONSTRATION : Soit G un groupe d’ordre pg. Si on note ¢4 le nombre de g—Sylow de G, le
théoréme du éponyme nous affirme que ¢4|p et ¢, = 1[g]. De fait ¢; = 1 et donc 'unique ¢—Sylow
Sq 2 Z/qZ de G vérifie S; < G. De fait, si on se donne un p—Sylow S, = Z/pZ de G on a, comme
|G| = |Sp||Sql et SpNSy = {e} que G = S, x, S, = Z/qZ %, Z/pZ avec ¢ un morphisme de Z/pZ
dans Aut(Z/qZ).

Soit donc ¢ un morphisme de Z/pZ dans Aut(Z/qZ) = Z/(q — 1)Z. Alors si a € Z/pZ on a

id = p(pa) = ¢(a)P et donc l'ordre w(a) de p(a) divise p donc w(a) € {1, p}. De plus, par théoréme
de Lagrange, w(a) | ¢ — 1.

— Cas 1:ptq—1. Alors w(a) =1 et donc ¢ est le morphisme trivial, ce qui implique que notre
produit semi—direct est en fait direct et donc G = Z/qZ x Z/pZ = Z/pqZ.

- Cas 2 :p|q—1. Alors Aut(Z/qZ) =2 Z/(q — 1)Z posséde un unique sous—groupe d’ordre p,

soit H. Comme de plus [Im(¢)| < p etp 1 [Im(¢)| (car comme ¢ est non trivial son image
posséde un élément d’ordre p), on a soit [Im(p)| = 1, auquel cas on retombe sur le produit
direct, soit |Im(p)| = p auquel cas Im(p) = H.
Dans ce second cas, si on se donne ¢ un morphisme non trivial de Z/pZ dans Aut(Z/qZ)
alors Im(¢)) = H. Alors ¢ (resp. 1) induit un morphisme surjectif ¢ (resp. ¢)) de Z/pZ sur H.
Par un argument de cardinaux, on a que ¢ et 7,/; sont des isomorphismes et donc « := 1/;*1 oY
est un automorphisme de Z/pZ. On peut alors définir 'application suivante :

A:L)qL %, L)pZ — L] qZ %y L/ pZ
(k1) = (k, (1))

A définit clairement un morphisme de groupes injectif donc bijectif (cardinaux) et donc on
a bien Z/qZ %, Z/pZ = ZZ]qZ X, Z/pZ d’ou le résultat.

Détails supplémentaires :
— Cas p = 2. Le produit semi—direct Z/qZ x Z/2Z est alors le groupe diédral D,. En effet si on
pose s := (0,1) et r := (1, 0) alors {r, s} engendre le produit semi-direct et comme le seul mor-
phisme non trivial de Z/27Z dans Aut(Z/qZ) est z — (—1)%id (i.e (i, j)*(k, £) = (i+(—1)"k, j¢)

52 =1(0,1) % (0,1) = (0,1 + 1) = (0,0)
rd = ’O)W = (an) = (0’0)
sxrxs=(0,1)%(1,0)%(0,1) = (0,1)* (1 +(=1)°%0,1) = (0 —1,0) = (=1,0) = (¢ — 1,0) =+~ !

D’otu le résultat.
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