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Référence :
— [FGNO0Y], p. 166

Lemme 1 ( [FGNO09], p. 166, 163 et 165)
Soit E un sous—ensemble dénombrable de R.
Soit (frn)n une suite de fonctions de E dans R telles que :

Vee E,Vn>0, |fao(x) <1
Alors (fn)n admet une sois suite convergeant simplement sur E.

DEMONSTRATION : Soit (r})pen une énumération de E. On va appliquer ici le procédé d’extraction
diagonale de Cantor.

Commencons par démontrer par récurrence 'existence d’une suite (y,), de fonctions stricte-
ment croissantes de N dans N telle que :

Vp € Na V0 < k < b, (fz,aoo...mpp(n) (rk))n converge

— p = 0. Par hypotheése, la suite (f,,(r9)) est bornée d’ou le résultat par théoréme de Bolzano—
Weierstrass.

— Supposons la propriété vérifiée pour p > 0. On extrait par théoréme de Bolzano—Weierstrass
une sous suite convergente (fyqo...00,1(n)(Tp+1))n de la suite bornée (figo...0p, (n)(7p))n- De
plus, si k& < plasuite (fuo...00,.1(n)(Tk))n est extraite de (fogo...00p (n) (Tk))n CAT Pr110. . .00p 11
est strictement croissante, donc converge.

Définissons I'application suivante :

Y :N—-N
nl—><poo...o<pn(n)

Alors :

Vn>0,(n+1)=¢@oo...0pn(Pns1(n+1))
> 000 ...0@n(¢nt1(n)) car wppi(n+1) > ppy1(n)
> ppo...0pp(n)

La derniére inégalité provient du fait que si g : N — N est strictement croissante on peut montrer
par récurrence que g > idy. Ainsi ¥(n + 1) > ¥ (n) donc ¢ est strictement croissante. De plus,
pour tout p > 0, (fy(n)(rp))n>p est extraite de la suite convergente (fyqo...00,(n)(Tp))n>p (car
N Qpy10...0pp(n) est strictement croissante ') donc converge. De fait (fy(n)(7p))n>0 converge
et donc (fy(n))n>0 converge simplement sur E.

Proposition 1 (Helly)
Soit (frn)n une suite de fonctions croissantes de R dans [—1,1].
Alors (fn)n admet une sois suite convergeant simplement sur R.

DEMONSTRATION : En appliquant le lemme 1 & E < Q on obtient ’existence d’une extraction
¥ telle que ( f¢(n))n converge simplement sur Q vers une fonction f, qui est alors nécessairement
croissante sur Q. Notons D := {z € R| f(z—) < f(z+)}, ou f(x+) := limp—0, neq, f(x + h) et
f(z—) =limp_0, neq, f(x — h) sont bien définis par croissance de f.

1. Méme démonstration que pour .



Siz ¢ D alors f(x—) = f(z+) =: £ (car f est croissante sur Q donc f(xz—) < f(z+)). Si on fixe
e > 0, il existe n > 0 tel que pour tout ¢t € [x—n,z+7]NQ, |f(t) —¢| <e. Fixons a € [x —n,z]NQ
et f€lr,z+nNQ; alors:

VY >0,  fym)(@) < fum) (@) < fum)(B)

Or par convergence simple de (fyn))n vers f sur Q et croissance de cette derniére, il existe
N > 0 tel que :
Vn >N, fpm)(B) < f(B)+eet fym)a) > fla)—¢
De fait :
Vn>N, £—2< f(a)—e< fyum(x) < f(B)+e<Ll+2¢

Dot fymn)(x) — ¢. En posant f(z) := £ on a donc la convergence simple de (fy(,))n vers f

sur R — D.

Siz € D, il existe ¢, € [f(2—), f(2+)INQ. De plus si pour(z, y) € D? gz = qy, [f(z—), faH)IN[f(y—), f(y+)] # 0
alors par croissance de f f(x—) = f(y—) et f(z+) = f(y+) donc y = x, ce qui prouve que = — g,
est injective, donc D est dénombrable. On obtient alors le résultat en appliquant le lemme 1 a la
suite (fy(n))n €t & I'ensemble dénombrable D.
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