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Référence :

— [Gou08], p.404-406
Prérequis :

— théoréme de Baire.

Proposition 1 (Banach—Steinhaus)
Soit E un espace de Banach et F un e.v.n.
Soit H C L(E, F). Alors soit (|| f||) fen est bornée, soit il eviste x € E tel que sup e g || f(2)|| = oo.

DEMONSTRATION : Pour k € N on définit ’ensemble suivant :

Q= {r € B| sup |(@)] > k} C E
feH

Montrons que 2 est ouvert. Si xg € Q, il existe f € H telle que ||f(zo)|| > k donc par
continuité de f il existe p > 0 tel que Va € B(zo, p), ||f(z)| > k et donc B(zg,p) C Qf d’ou le
résultat.

Nous distinguons a présent deux cas.

— Cas 1 : les Qi sont tous denses dans E. E est un espace métrique complet donc un espace

de Baire, aussi le théoréme éponyme nous livre-t-il :

(Nw=E

keN

En particulier, NgQ # () et si 'on se donne x € NEQy on a :
sup || f(z)| = oo
feH

— Cas 2 : = (cas 1). 1l existe donc k > 0 tel que Qi ne soit pas dense dans F, i.e il existe
xo € E et p >0 tels que B(xg, p) N Q= 0. De fait Va € B(xo, p), sup; || f(2)|| <k, ergo :

Vo € B(0,p), Vf € H, [|f(2)] = [[f(z + z0) = f(zo)]l
<@+ o)l + [1f ()l
<2k

Par continuité de f cette inégalité s’étend naturellement a B(0, p). Soient donc f € H et
x € F de norme 1. Alors :

1 2k
1f @) = =[lf (px)]| < —
p p
2k .
D’ou || f]| < — et donc (|| f]|) fem est bornée, ce qui achéve le théoréme.
p

Corollaire 1.1
On note Cor le C—e.v des fonctions continues 2w —périodiques a valeurs complexes, que l’on munit
de la norme ||.||co usuelle.
Pour f € Con on définit :
1 [7 . " .

Vn € Z, cn(f) :i= Py (t)e™ ™ dt et Vn >0, S, (f) : x> Z cr(f)et®
TJ k=—n
Alors il existe une fonction f € Cor telle que (S, (f)(0))n>0) diverge. En particulier, f n’est pas
somme de sa série de Fourier.



DEMONSTRATION : On commence par définir la forme linéaire suivante (pour n > 1) :

by :Con = C

n

frerSa(H)©0)= > erlf)

k=—n

Alors ¢, est une forme linéaire continue sur Co,. En effet, si f € Crar on a :

/ _ 7zkt
n(f) ZQﬁ dt
k=—n
_ —ikt
=5 Z e "tdt
k=—n
- +1/2)t)
— t)dt ot D, : t e _ Sn((n
/f o Fﬂ;n sm(t/2)
De fait : e | g
(1< 5= [ 1Duedel e done 6] < 3= [ DO
On définit ensuite pour € > 0 'application suivante :
fe:R=>C
D (z)
_ —
C D)=
I felloo <1 et par convergence dominée on a :
i) 3 52 [ 1D
o’ o "

1

De fait ||4,| = Py J7_|Dy(t)|dt. En utilisant I'inégalité |sin(t/2)| < |¢/2| on trouve alors :
™

1 [T sin((n+1/2)t)
Jeal = o [ | =T

9 (n+1/2)mw
=— / |sinc(t)|dt via t —
T Jo

i

t

2n+1

n—oo

o0
— 00 car / |sinc(t)|dt diverge
0

L’espace (Car, ||.]|loo) étant complet, le théoréme de Banach—Steinhaus s’applique et implique qu’il

existe f € Car telle que :
sup S, (f)(0) = sup £,,(f) = o0

n>0 n>0

Donc (S, (f)(0)), diverge.

Détails supplémentaires :



— Sommons. Soient t € R et n > 0. Alors :

n n n
Z e ikt _ Z etkt | Z e~ ikt
k=—n k=0 k=0
1— z(nJrl)t 11— e—int
=t T

1— ei(n-i—l)t 1— e—int

1—eit + et — 1
ei(nJrl)t _ e—int

et — 1
eit/2 pi(n+1/2)t _ ,—i(n+1/2)t
= Git/2 0it/2 _ p—it/2
_ sin((n+1/2)t)
sin(t/2)

— Sinus cardinal. Soit n > 1. Alors :

nm 1 nm
/ [sinc(¢)|dt > — | sin(t)|dt car t < nm
(n—1)m nm J(n—1)n

Or par périodicité :

/( | sin(t)|dt = /0 | sin(t)|dt = /0 sin(t)dt = —(cos(m) — cos(0)) = 2

n—1)m
D’ou :

nr 2 -1
i )|dt > — -
/0 |sine(t)] - Z .

Et donc f]R+ |sinc| diverge.
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