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Feuille d'exeries 3

A) Généralités sur les orps

1. (a) Montrer que

H :=

{(

u v

−v̄ ū

)
∣

∣

∣

∣

u, v ∈ C

}

est un anneau à division.

(b) Montrer qu'il existe un morphisme d'anneaux injetif C →֒ H.

() H est�il un orps ?

2. Montrer que tout anneau intègre �ni est un orps.

3. Montrer que tout anneau intègre ne possédant qu'un nombre �ni d'idéaux est

un orps.

4. Soit α une raine omplexe du polyn�me X3 − 2 ∈ Q[X ].

(a) Justi�er que e polyn�me est irrédutible sur Q.

(b) Montrer que l'appliation suivante est un morphisme d'anneaux :

evα : Q[X ] → C

P 7→ P (α).

() On pose :

Q[
3
√
2] := {a + bα + cα2 | a, b, c ∈ Q}.

Montrer que Q[ 3
√
2] est un orps.

B) Caratéristique

1. Montrer que la aratéristique d'un anneau intègre est soit nulle, soit un nom-

bre premier.

2. Soit k un orps de aratéristique p > 0. Montrer que l'appliation suivante

est un morphisme de orps :

F : k → k

x 7→ xp.

Quel est son noyau ?

3. Vrai ou faux ?

(a) Un orps de aratéristique non nulle est néessairement �ni.

(b) Tout anneau ommutatif de aratéristique nulle est intègre.

() Si k est un orps de aratéristique p, alors pour tout a ∈ k∗
on a ap = 1.

(d) Un morphisme de orps est toujours injetif.
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