
ENS Rennes Anneaux et arithmétique 2013�2014

Feuille d'exeries 1

A) Généralités sur les anneaux

1. Déterminer tous les anneaux unitaires à 2, 3 et 4 éléments.

2. On onsidère l'ensemble suivant :

D :=
{ m

10n
| (m,n) ∈ Z× N

}

.

(a) Montrer que D est un sous�anneau de Q.

(b) Déterminer le groupe D×
des inversibles de D.

() D ontient�il des diviseurs de zéro ?

3. (a) Montrer que l'ensemble suivant est un anneau unitaire :

Z[i] := {x+ iy | x, y ∈ Z}.
(b) Z[i] est�il isomorphe à l'anneau produit Z2

?

() Déterminer le groupe Z[i]×.

4. Soit A un anneau tel que ∀a ∈ A, a2 = a. Montrer que A est ommutatif.

5. Montrer que l'ensemble C0(I,R) est un anneau ommutatif unitaire pour I ⊂ R

un intervalle. Déterminer ses diviseurs de zéro.

6. Faire de même pour l'ensemble A(1) des fontions développables en série en-

tière sur [−1, 1].

7. Soient a, b ∈ R tels que a ≤ b ; on onsidère l'espae L1(a, b) des fontions

intégrables sur (a, b).

(a) (L1(0, 1),+,×) est�il un anneau ?

(b) Pour f, g ∈ L1(R), on pose :

f ⋆ g : x 7→
∫

R

f(y)g(x− y)dy

Que peut�on dire de (L1(R),+, ⋆) ?

B) Morphismes

1. On onsidère l'ensemble suivant :

C :=

{(

a b
−b a

)
∣

∣

∣

∣

a, b ∈ R

}

.

Montrer que C est un orps isomorphe à C.

2. Soit A un anneau ; on dé�nit l'anneau miroir A◦
omme l'anneau A muni de

la multipliation "inversée" (x, y) 7→ y × x.

(a) Montrer que A◦
est bien un anneau. Que dire si A est ommutatif ?

(b) Montrer que Mn(R) est isomorphe à Mn(R)
◦
.

3. Soient f : A → B et g : A → B′
deux morphismes d'anneaux tels que g soit

surjetif. Montrer qu'alors les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(i) ker(g) ⊂ ker(f) ;

(ii) il existe un unique morphisme ϕ : B′ → B tel que f = ϕ ◦ g.
4. (a) Montrer que l'ensemble suivant est un orps :

Q[
√
2] := {x+

√
2y | x, y ∈ Q}.

(b) Caluler le groupe Aut(Q[
√
2]).
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C) Arithmétique sur les entiers.

1. Pour n ≥ 1 déterminer le pgd des oe�ients du bin�me C2i+1

2n , pour i variant
de 0 à n− 1.

2. Déterminer les deux derniers hi�res de l'ériture déimale de 32014.

3. Théorème des restes hinois. Soient m,n ≥ 2 deux entiers premiers entre eux.

Dérire un isomorphisme entre les anneaux Z/mnZ et (Z/mZ)× (Z/nZ).

4. Soit p ∈ N∗
; montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Z/pZ est intègre ;

(ii) Z/pZ est un orps ;

(iii) p est premier.

5. Théorème de Wilson. Soit p ≥ 2 ; montrer que :

p est premier ⇐⇒ (p− 1)! ≡ −1[p].

D) Éléments remarquables

1. Exhiber un élément nilpotent non nul et un diviseur de zéro non nilpotent de

Mn(R).

2. Caratériser les éléments inversibles de l'anneau Mn(Z).

3. Soit A un anneau (unitaire) et soit x ∈ A un nilpotent. Montrer que 1−x ∈ A×
.

4. Soit A un anneau et soient a, b ∈ A tels que 1 − ab ∈ A×
. Montrer qu'alors

1− ba ∈ A×
.
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